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Algebra und Zahlentheorie. 


Hoborski, A.: Une remarque sur les transformations r£elles et orthogonales. Ann. 
Soc. Polon. math. 11, 54—55 (1933). 

Über die Spur & einer dreireihigen OinoBahalen Matrix (a;;) von der Determinante e 
gelten die Sätze: (I) Füre=+ list: _3= I<a =. (IH) Au «= — eg folgt: u, = ay;. 
(III) Aus a, = ax; folgt: «= — e oder = E- Ös% (1 für Den E. A. Weiss. 

Menge, Walter 0.: Construetion of transformations to eanonical forms. Amer. J. 
Math. 55, 671—682 (1933). 

Let A be any matrix with elements in a field F, and let BAB-!= P, be the rational 
canonical form. The writer gives a comparatively simple method for constructing P, 
and the most general B. For F the complex field, he gives a construction for the most 
general matrix T such that TP, T"1= P,, the Jordan normal form. MacDuffee. 

Röseler, Hans: Normalformen von Matrizen gegenüber unitären Transformationen. 
Darmstadt: Diss. 1933. 48 8. 

This dissertation is a development with interesting applications of the paper of 
Wegner[Mh. Math. Phys. 40, 201—208 (1933) ; this Zbl. 7,52] on Frobenius’ covariants. 
MA Be; is an n-rowed square matrix with the distinct characteristic roots A}, 
Ags -.-, Ar, then by developing the elements of (AE — A)-!in aa fractions, 


LE = pn pP» = 
zur . Si ee 


v=1 
The matrices PX) are called residues of A. De and sufficient conditions that a 
set P% be the residues of a matrix A are that 
Denen. Bye =0, DPR='E 


There exists an A with arbitrary Kane) characteristic roots ®,, ..., @, having 
the Pi as residues. In fact, A = PC „P® + P%). I£ two matrices a the same 
residues, each is a polynomial in Ihe, other. E w, = --- = w, = w,, set Ba Bi 


for each group of equal roots. The Q’s are residues of a matrix which is 2 olieial 
in A, but not conversely. When A is triangular (0’s above the diagonal) the P\) assume 
special forms. It is shown that A is transformable by unitary kransformations to a 
form A, + A, where A, = 4,E (of order equal to the multiplieity of A,) and A, is 
triangular if and only if A, is a simple pole and Pf is hermitian. Since a matrix is normal 
(A 4= 4'A) if and only if this condition holds for every A,;, the above theorem is a 
generalization of the Schur-Toeplitz theorem [Toeplitz, Math. Z. 2, 187—197 (1918)]. 
A matrix A is transformable by unitary transformations to the form A, + A, where 
the characteristice roots Aı,...., A, of A, are different from those of A, if and only if 


t 
DPü is hermitian. The field of values (Wertebereich) of A is then the smallest 
v1 


convex region including the field of A, and the field of A,. This reduces to a theorem 
‚of Toeplitz (loc. cit.) in case A is normal, namely that the field is the smallest convex 
polygon inelosing the characteristic roots. MacDuffee (Columbus). 
Young, Alfred: On quantitative substitutional Pualyeie, VII, Proc. London Math. 
Soe., II. s. 36, 304—368. 
hi der 2. beit der Serie [Proc. London Math. Soc. (1) 34, 388 (1902)] hat Verf. 
eine Methode entwickelt, alle Seminvarianten, d.h. die Leitglieder aller Kovarianten 
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eines Systems von n-ären Formen in der Gestalt PNK darzustellen, wo K ein Potenz- 
produkt von Aronholdschen Symbolen ist und PN der bekannte, zu einem ‚Tableau“ 
gehörige Youngsche Substitutionsoperator. Nun wird hauptsächlich untersucht, wie 
man ein vollständiges System von linear-unabhängigen Kovarianten gegebenen Grades 
erhält. Für den Fall von „Typen“, d.h. solcher Kovarianten, die in jeder Form linear 
sind, ist die Antwort sehr einfach. Es wird eine „erzeugende Funktion“ für die Anzahl 
der linear-unabhängigen Typen gegebenen Grades angegeben. Im allgemeinen Fall 
müssen die Seminvarianten in eine bestimmte Reihenfolge gebracht werden, was bei 
binären Formen, auf die Verf. sich hauptsächlich beschränkt, in verschiedenen Weisen 
möglich ist (Reihenfolgen A, B, C). Es werden Kriterien dafür angegeben, wann eine 
Seminvariante durch frühere Seminvarianten linear ausdrückbar ist. Die gefundenen 
Kovarianten können auch durch die Prozesse O und 2 von Elliot erhalten werden; 
sie werden auch durch wiederholte Überschiebungen ausgedrückt. Es folgt eine voll- 
ständige Diskussion aller ‚Typen‘ der Grade 4 und 5. Als Beispiele werden die binäre 
kubische und biquadratische Form behandelt. Alle Invarianten der Grade 5 und 6 
sowie die Kovarianten vom Grade 5 einer einzigen binären Form werden aufgestellt. 
Schließlich werden die Invarianten einer quaternären kubischen Form behandelt. 
(VI. vgl. dies. Zbl. 5, 97.) van der Waerden (Leipzig). 

Rohr, Alwin von: Über die Hilbert-Storyschen invariantenerzeugenden Prozesse. 
Basel: Diss. 1933. 29 S. 

Verf. beweist, daß die zwei Hilbert-Storyschen invariantenerzeugenden Prozesse 
(Math. Ann, 41) dieselben In- und Kovarianten ergeben, und zwar mittels Produkt- 
darstellungen für diese Prozesse; im binären Gebiet war das Resultat bekannt. — Für 
eine Grundform nt Grades in x Veränderlichen 


n! ; 
F=D);; ey... 


sind die Cayleyschen Differentialoperatoren 
ö 


ar 0) 
Yy = hair... 90,7 en usw. 
Ferner wird gesetzt hi... 

— 1) DANN RN DEREN, ER 
op =inYy...„ujeo—»! > aTBr. ( E Er V% ,. U DUR...vyP OR“ Hp 
und a+ß+ ...+2= 

md ERROR Aa EN en nam 
o=lo;u,..,yao=»! De nd Do yP.. vu un... YoPEO“o, 
a+ß+-+2=o 


wo %, 9, ....,“, v qVariablen sind und» =g— 1. Die zwei invariantenerzeugenden 
Prozesse sind dann IK {q, Be sn un {z, y; B Ig; yo 
und Kr ltr... yamk ee, yaldiyı ron 


Die Produktdarstellungen sind 


»-IIl- or m r-]IIN-an)e we 


A=05 + YyV0y+-.- +uvou und AH=v320 +90yyo +:-- +vum. 
Griss (Doetinchem). 

Clifford, A. H.: A system arising from a weakened set of group postulates, Ann. 
of Math., II.s. 34, 865-871 (1933). 

Es werden Systeme betrachtet, welche den folgenden 4 Axiomen genügen: I. Ab- 
geschlossenheit gegenüber einem Kompositionsgesetz. II. Assoziativität des Kom- 
positionsgesetzes. III. Existenz einer Linkseinheit e. IVR. Existenz eines rechts- 
seitig inversen Elementes in bezug auf jede Linkseinheit. Man gelangt zu äquivalenten 
Systemen, wenn man anstatt IVR eines der beiden folgenden Axiome VL bzw. VR 
verlangt: Zu jedem Element a gibt es mindestens eine Linkseinheit e, so daß a in bezug 
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auf e mindestens ein links- bzw. rechtsseitig inverses Element besitzt. Im allgemeinen 
sind diese Mengen keine Gruppen. Als Beispiel wird die Menge der komplexen Zahlen 
+0 betrachtet, wobei 2 Zahlen a und b die Zahl |a |b als Kompositum zugeordnet 
wird. Die Linkseinheiten sind die Zahlen e'?, wenn g eine reelle Zahl ist. Die Zahl der 
Linkseinheiten eines solchen Systems wird der Index genannt. Alle Elemente, welche 
in bezug auf dieselbe Linkseinheit e; linksseitige Inverse besitzen, bilden eine Gruppe; 
Die Gruppen K, sind zu je zweien fremd, untereinander isomorph, und jedes Element 
der Menge kommt in einem X, vor. Durch die Struktur der K, und den Index ist das 
System vollständig bestimmt. Umgekehrt gibt es zu jeder Kardinalzahl & und zu jeder 
abstrakten Gruppe K ein System mit & als Index, bei welchem die Gruppen K, zu K 
isomorph sind. — Systeme, welche den Axiomen I, II, III, IVR genügen, aber nur 
endlich viele Elemente enthalten, sind von einem anderen Standpunkt aus auch von 
Suskewitsch (Math. Ann. 99) untersucht worden. Taussky (Wien). 

Tazawa, Masatada: Einige Bemerkungen über den Elementarteilersatz. Proc. Imp. 
Acad. Jap. 9, 468—471 (1933). 

Für Matrizen mit Elementen aus einem Hauptidealring gilt bekanntlich der Ele- 
mentarteilersatz (vgl. van der Waerden, Moderne Algebra 2, 122). Hier wird 
die folgende Umkehrung mitgeteilt: gilt für alle Matrizen mit Elementen aus einem 
Ring R der Elementarteilersatz, so ist in R jedes Ideal Hauptideal, sofern in ihm der 
Teilerkettensatz für die Ideale gilt. Ferner wird ein neuer Beweis dafür mitgeteilt, daß 
bei Hauptidealringen der Elementarteilersatz für Matrizen mit Elementen aus diesem 
Ring und der Hauptsatz über Abelsche Gruppen aus endlich vielen Erzeugenden mit 
diesem Ring als Multiplikatorenbereich äquivalente Aussagen sind. Grell (Jena). 

Mori, Shinziro: Über eindeutige Reduktion von Idealen in Ringen ohne Teiler- 
kettensatz. J. Sci. Hiroshima Univ. 3, 275—318 (1933). 

Für Ringe # mit Existenz einer Hauptkompositionsreihe hat zuerst M. Sono 
und für allgemeine Ringe abschließend E. Noether die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die eindeutige Darstellbarkeit der Ideale als Potenzprodukt endlich 
vieler paarweise teilerfremder Primidealpotenzen angegeben. In Analogie zu diesen 
Fragestellungen werden in der vorliegenden Arbeit notwendige und hinreichende 
Strukturbedingungen eines kommutativen Ringes dafür aufgestellt, daß sich in ihm 
im Sinne von E. Noether jedes Ideal eindeutig als kleinstes gemeinschaftliches Viel- 
faches endlich vieler größter Primärkomponenten darstellen läßt: 1. Für die nicht- 
nilpotenten Ideale gilt der Teilerkettensatz; 2. A wird direkte Summe 

R=m+.- +m+n, 
dabei ist n ein nilpotentes Ideal oder aber eines ohne Nullteiler, in dem jedes Primideal 
=+(0) zugleich maximales Ideal ist, während die m; nullteilerfreie direkt unzerlegbare 
Ideale mit Einheitselement bedeuten, in denen jedes Primideal = (0) maximales Ideal 
ist, oder aber direkt unzerlegbare Ideale mit Einheitselement sind, die nur aus Ein- 
heiten und nilpotenten Elementen bestehen. Während E. Noether die Darstellung als 
kl. gem. Vielfaches von größten Primärkomponenten unter Voraussetzung des Teiler- 
kettensatzes für beliebige Idealketten gewann, untersuchte M. Sono unter Zugrunde- 
legung eines andern Primäridealtypus die Darstellbarkeit der Ideale als Durchschnitt 
solcher Primärkomponenten unter Voraussetzung der Existenz einer Hauptkompositions- 
reihe. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für diesen Sonoschen Fall können 
noch nicht angegeben werden; doch wird gezeigt, daß sich eine eindeutige Darstellung 
als kl. gem. Vielfaches von Primäridealen überhaupt auch ohne Voraussetzung des 
Teilerkettensatzes gewinnen läßt, indem zunächst an einem Beispiel die Unabhängig- 
keit von Teiler- und Vielfachenkettensatz dargetan und sodann bewiesen wird, daß in 
Ringen mit „eingeschränktem Vielfachenkettensatz ‚ ohne nilpotentes Ideal“ jedes 
Ideal eine eindeutige Vielfachendarstellung durch endlich viele minimale, wenn auch 
nicht mehr im Noetherschen Sinn durch größte Primärkomponenten besitzt. Dabei 
besagt die in Anführungszeichen gesetzte Voraussetzung, daß jede Vielfachenkette von 
4* 
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Idealen, die sämtlich Teiler eines festen nicht-nilpotenten Ideales sind, im Endlichen 
abbricht. Grell (Jena). 


Mori, Shinziro: Antworten auf die Fragen von Dr. W. Weber. J. Sci. Hiroshima 
Univ. 3, 319-320 (1933). 

Verf. klärt Beanstandungen, die bei der Besprechung einiger seiner Arbeiten 
erhoben worden waren (vgl. dies. Zbl. 5, 7). Grell (Jena). 


Hasse, Helmut, und Friedrich Karl Schmidt: Die Struktur diskret bewerteter Körper. 
J. reine angew. Math. 170, 4—63 (1933). 

Das Problem ist die Aufstellung aller diskret bewerteten perfekten Körper. In 
einem diskret bewerteten Körper K bilden alle Elemente a mit |a |< 1 — oder mit 
w(a) =0 in der Exponentenschreibweise — einen Integritätsbereich I, in ihm ist die 
Menge aller a mit |a | <0 ein Primideal p. Wie kann K durch den Restklassenkörper 
Ijp = X gekennzeichnet werden? Die Antwort lautet verschieden, je nachdem die 
Charakteristik von $ gleich der von K ist oder nicht. Im charakteristikgleichen Fall 
ist X analytisch (d. h. die Ordnungsbeziehungen erhaltend) isomorph mit dem Körper 
aller Potenzreihen einer Unbestimmten x mit Koeffizienten aus $; dieser Körper ist 
nach Potenzen von x zu bewerten. K ist also in diesem Fall durch $ vollständig bestimmt 
(bis auf Isomorphien). Im charakteristikungleichen Fall (Charakteristik von K 
gleich 0, die von X eine Primzahl 9) muß unterschieden werden, ob 1. pin K Primelement 
bleibt, unverzweigter Fall, oder 2. p genau durch die Potenz p* des Primideals teilbar 
wird, n > 1, verzweigter Fall. Im unverzweigten Fall ist wieder X durch den Typus 
von ® eindeutig bestimmt, kann aber natürlich nicht einfach durch Erweiterung von $ 
gewonnen werden wie im charakteristikgleichen Fall. Zur Konstruktion von K wird 
zunächst $ als homomorphes Bild eines ganzzahligen Polynombereiches /'[U] dar- 
gestellt, indem jedem Element a von $ eine Unbestimmte u zugeordnet und diese Ab- 
bildung der Menge U der u auf & noch dadurch ergänzt wird, daß die Zahl 1 die Eins e 
von & als Bild erhält. Dadurch wird K isomorph mit dem Restklassenring von Z’[U] 
nach einem Ideal n. Z'[U] wird nun durch Hinzufügen aller Quotienten G(w)/H (u) 
von Polynomen mit nicht in n gelegenen Nennern H (u) ergänzt zu Q und dann perfekt 
gemacht in Beziehung auf die Bewertung, welche durch die Primzahl p definiert ist, 
der Restklassenring des so entstehenden Rings Q nach dem ErweiterungsidealN—=nQ 
ist ersichtlich mit $ isomorph. — K wird jetzt konstruiert als Restklassenring von Q 
nach einem in N enthaltenen Ideal M. M wird so erhalten: die Elemente von $} werden 
wohlgeordnet, ay, A, .. .; $, bezeichne den Körper, der von den a, voraufgehenden 
Elementen aufgespannt wird. @,(x) sei ein über S, irreduzibles Polynom mit &;(a,) = 0 
und höchstem Koeffizienten 1, falls a, über $, algebraisch, sonst natürlich identisch 
Null. Man ersetze jetzt jeden Koeffizienten von &,(x) durch die ihm zugeordnete Un- 
bestimmte u in Q, den höchsten Koeffizienten aber durch 1 (falls nicht &; (x) = 0). 
Dadurch entsteht ein Polynom @; (x) in Q. M soll nun die in Beziehung auf die oben 
genannte Bewertung von Q perfekte Hülle des Q-Ideals mit der Basis @,(u,), 1%)» --- 
sein. Der Sinn dieser Konstruktion ist, die algebraischen Relationen zwischen den 
Elementen von $, die bei der Abbildung auf U verlorengingen, wieder einzuführen, 
aber so, daß ein Körper von der Charakteristik Null entsteht. Der Körper O/M—= Ka 
ist analytisch isomorph mit jedem diskret perfekt bewerteten unverzweigten Körper der 
Char. 0, dessen Restklassenkörper mit $ isomorph ist. Wie im charaktistikgleichen 
Fall sind also die unverzweigten Körper durch den Typus ihres Restklassenkörpers ® 
bestimmt, und alle & sind möglich. Für die verzweigten Körper ist eine solche invarian- 
tenmäßige Kennzeichnung nicht möglich. Ein diskret bewerteter perfekt n-fach ver- 
zweigter Körper mit dem Restklassenkörper $ hat mindestens einen unverzweigten 
perfekten Teilkörper K’, dessen Restklassenkörper zu $® isomorph ist. K ist Eisen- 
steinscher Körper n-ten Grades über K’,d. h. K wird durch eine Wurzel einer Gleichung 
"= pl + 124 +0-12"t), |o,|S1, |&,|=1 über K’ erzeugt. Deuring. 
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Chevalley, Claude: Sur la th&orie du corps de elasses dans les corps finis et les corps 
locaux. J. Face. Sci, Univ. Tokyo 2, 365—476 (1933). 


Die vorliegende these des Verf. gibt einen fast vollständig ausgeführten Aufbau der 
Klassenkörpertheorie ausschließlich der Führerdiskriminantenformel. Die früheren Ergebnisse 
und Vereinfachungen des Verf. und solche von anderer Seite sind darin organisch eingebaut 
und ermöglichen, zusammen mit der genannten Beschränkung, daß die ausdrücklich ange- 
strebte leichte Lesbarkeit in hohem Maße erreicht wird. Die Anlage unterscheidet sich von 
den parallel laufenden Teilen der Vorlesung von H. Hasse, Klassenkörpertheorie (dies, Zbl. 
6, 390), in der viele auf den Verf. zurückgehende Vereinfachungen bereits berücksichtigt sind, 
wesentlich durch die Zurückdrängung der transzendenten Methoden, die nur im Falle zyklischer 
Kreiskörper herangezogen werden. Außerdem wird die Klassenkörpertheorie im Kleinen in 
selbständiger, vom Großen unabhängiger, rein arithmetischer Weise entwickelt, allerdings 
ausschließlich des auf das Normenrestsymbol gestützten Analogons zum Artinschen Rezi- 
prozitätsgesetz, das später, unter Durchdringung mit hyperkomplexen Methoden, vom Verf. 
in diese Theorie mit einbezogen worden ist (dies. Zbl. 6, 292). — Kap. 1—3 enthalten die 
Grundlagen, abelsche Gruppen einschließlich des Herbrandschen Reduktionsprinzips, Hilbert- 
sche Theorie des Zerlegungs- und Trägheitskörpers, Einführung der unendlichen Primstellen 
und der Kongruenzidealgruppen. Kap. 4 bringt den Deuringschen Satz von der Normal- 
basis, das Herbrand-Artinsche Einheitentheorem und die auf dieser Grundlage mögliche An- 
gabe der Zahl der ambigen Idealklassen im allgemeinen zyklischen Falle. — Kap. 5 behandelt 
die Bewertungstheorie, das Henselsche Reduzibilitätskriterium, p-adische Exponentialfunktion 
und Logarithmus, und führt mittels des Herbrandschen Prinzips und der Normalbasis zur 
Indexberechnung der Normengruppe bei zyklischen p-adischen Körpern, also zum Umkehr- 
satz der Klassenkörpertheorie im Kleinen in diesem Fall. — Die nächsten drei Kapitel ent- 
halten den Kern der Theorie, der in folgende beiden Teile zerlegt ist. Theorem A: Die durch 
den Wert 1 des Artin-Symbols (K/a) definierte Artin-Gruppe erfüllt die Aussagen des Zer- 
legungs- und des Isomorphiesatzes. Theorem B: Die Artin-Gruppe ist mit der in üblicher 
Weise durch Normen definierten Takagi-Gruppe vom Index A identisch. Der erste Teil von 
A ist trivial, der zweite ergibt sich durch Homomorphieschlüsse, sobald man weiß, daß im 
Falle eines zyklischen Körpers vom Primzahlpotenzgrad n unendlich viele unzerlegte Prim- 
ideale existieren; das folgt aus der Abschätzung h > n, die mittels des Indexkalküls auf Grund 
der genannten Vorbereitungen abgeleitet wird. B wird im zyklischen Fall, auf den der allge- 
meine Fall sich leicht zurückführt, mittels der bekannten Überkreuzungsmethode durch 
zyklische Kreiskörper bewiesen, und zwar nach einer wesentlichen Idee des Verf. unter Be- 
nutzung von zwei Hilfskörpern. Für das dazu notwendige Artinsche Lemma hat inzwischen 
Iyanaga einen einfachen, zugleich den Fall mehrerer gegebenen natürlichen Zahlen um- 
fassenden Beweis gegeben (dies. Zbl. %, 337). Für die zyklischen Kreiskörper selbst müssen 
zum Beweise von B die analytischen Hilfsmittel herangezogen werden. Damit sind nicht 
nur Umkehr-, Zerlegungs- und Isomorphiesatz, sondern zugleich auch das Artinsche Rezi- 
prozitätsgesetz bewiesen. Der Hauptgeschlechtssatz und der Hassesche Normensatz sind 
einfache Folgen. Der Existenzsatz wird in Kap. 10 in der auf den Verf. und Herbrand 
zurückgehenden Weise (dies. Zbl. 3, 3) abgeleitet. — Kap. 9 enthält die Klassenkörpertheorie 
im Kleinen. Die im Großen die Analysis erfordernde Abschätzung A < n läßt sich hier, für 
beliebige galoissche Körper, durch Induktion nach » beweisen, da diese Körper metazyklisch 
sind und die Behauptung für die einzelnen zyklischen Schritte nach obigem schon feststeht. 
Auf Grund davon wird der Umkehrsatz bewiesen, der sich leicht auf den zyklischen Fall 
reduzieren läßt und dann indirekt mittels des Existenzsatzes für Primzahlgrad verifiziert wird. 
Haupthilfsmittel ist dabei der Satz, daß eine Zahl, die Norm von zwei zyklischen Körpern 
gleichen Grades ist, auch Norm von jedem zyklischen Teilkörper des Kompositums ist. 
Auch der allgemeine Existenzsatz wird durch Induktion nach dem Körpergrad erwiesen. 
Das gleiche gilt von dem Verschiebungssatz im galoisschen Fall, während der allgemeine Fall 
zusammen mit dem Abgrenzungssatz behandelt wird und das Eingehen auf die Sylow-Gruppen 
des zugehörigen galoisschen Körpers erfordert. Vom Isomorphiesatz ergibt sich dabei nur die 
Teilaussage, daß die Klassenkörper abelsch sind. W.Franz (Marburg, Lahn). 


Tannaka, Tadao: Ein Hauptidealsatz relativ-Galoisscher Zahlkörper und ein Satz 
über den Normenrest. Proc. Imp. Acad. Jap. 9, 355—356 (1933). 

Der allgemeine Hauptidealsatz von Iyanaga, daß im Strahlklassenkörper mod f 
alle zu f primen Ideale des Grundkörpers k in den Strahl mod %(K/k) fallen, wird folgen- 
dermaßen auf relativ galoissche Körper K/k ausgedehnt: Die K mod f(K/k) in k zu- 
geordnete Idealgruppe enthalte m Strahlklassen mod f(K/k). Dann fallen alle zu 
f(K/k) primen Ideale von k, welche eine zu m prime Ordnung mod f(K/k) haben, in K 
in den Strahl mod %(K/k). Der Führer f(K/k) und das zugehörige Ideal %(K/k) müssen 
entsprechend definiert werden, unter Zuhilfenahme der Hilbertschen Gruppen, die den 
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Diskriminantenteilern von K/k zugeordnet sind. Die Definition von f und % kann auf 
beliebige (nicht notwendig galoissche) Körper X/k ausgedehnt werden, f liegt dann aller- 
dings nicht notwendig in k. Wenn das Ideal M,f in % liegt, so liegen die Normen der 
Ideale des Strahls mod M,% von Kin dem Strahl mod M,f von k. Die Beweismethoden 
sind die von Herbrand: Sur les theor&mes du genre principal et des ideaux principaux, 
Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 9 (1932); dies. Zbl. 8, 294. Deuring (Leipzig). 

Morishima, T.: Über die Einheiten und Idealklassen des Galoisschen Zahlkörpers 
und die Theorie der Kreiskörper der !,-ten Einheitswurzeln. Jap. J. Math. 10, 83—126 
(1933). 

Der Verf. unternimmt in dieser Abhandlung die Aufgabe, ‚die Ergebnisse von 
F.Pollaczek [Math. Z. 21, 1-38 (1924)] zu verallgemeinern und zugleich noch 
andere Untersuchungen über die Kreiskörper der P-ten Einheitswurzeln anzustellen“. 
Die Verallgemeinerungen erhält Morishima durch schrittweise Anwendung der Ideen 
und Methoden Pollaczeks (manchmal sogar durch Wiederholung der Beweisführung) 
auf verschiedene Zahlengruppen algebraischer Körper und danach auf die Kreis- 
körper %k, der /*-ten Einheitswurzel (l = eine Primzahl). Er gibt (S. 84—95) eine genaue 
Darstellung der an und für sich interessanten Matrizentheorie mod /*, die bei Pol- 
laczek nur nebenbei berücksichtigt war und welche bei M. in verallgemeinerter, 
abgeschlossener Gestalt dargestellt ist. Diese Theorie wendet M. zuerst auf die Normal- 
basis der Einheiten einer Zahlengruppe an, danach auf die Basis der g-ten Potenzen 


(a= se ‚h = Klassenzahl, bei k,: die irreguläre Klassengruppe), So erhält M. eine 


L 
einfache Darstellung für gewisse Substitutionen der Galoisschen Gruppe, durch- 
geführt an entsprechenden Einheiten und Idealklassen. — Durch Anwendung nicht 


nur der Furtwänglerschen (wie bei Pollaczek), sondern auch der Takagischen Klassen- 
körpertheorie erhält M. eine Verallgemeinerung nicht nur für die Darstellung der 
Basis der reellen Einheiten, sondern auch die eines die irreguläre Normalbasis be- 
handelnden Satzes von Pollaczek, welcher als Hauptsatz von M. (s. Satz 37, 8. 112) 
angesehen werden kann. Schließlich werden Sätze (nach wie vor — entsprechend den 
Pollaczekschen Erwägungen) über den Zusammenhang zwischen der Gruppe der Ideal- 
klassen und der Einheitswurzeln von k, mit der Teilbarkeit der Bernoullischen Zahlen 


mod Z und mod !? herausgearbeitet. — Trotz der Verallgemeinerung der Sätze und 
des bedeutenden Umfangs der Abhandlung ist die Darstellung doch viel durchsichtiger 
und klarer als bei Pollaczek. Lubelski (Warschau). 


Ricei, Giovanni: Sul teorema di Dirichlet relativo alla progressione aritmetica. 
Boll. Un. Mat. Ital. 12, 304—309 (1933). 
Bezeichnungen: a>4 ganz, b ganz, (a, b) =1; C die Eulersche Konstante; 


p Primzahl; x = a/(tog a +6 + DE _ 1); lzn=o, nganz, (na)=1;n>0; 
pla 
N(n) die Anzahl der Zahlenpaare n,p mit npeninax+b, 2e=1,2,3,...;P(n) 
die Anzahl dr p&ninar+b,2=1,2,3,...;r(n) die Anzahl dr p<=n. Haupt- 
satz: (1) n/logn =O(N (n)). — Der Beweis geht ziemlich kurz und einfach, unter 
Hinzuziehung des Primzahlsatzes (2) z(n)  n/logn und verwandter Hilfsmittel. Die 
wichtigste Folgerung aus (1) lautet: Hat a einen der Werte 4, 5, 6, 9, 10, 12, 15, 18, 
30, so gilt sogar (3) n/logn = O(P(n)). Es fragt sich, ob (1) und (3) mit (2) nicht zu 
teuer erkauft sind, obwohl Verf. keine Charaktere mod.«a benutzt. A. Walfisz. 
Hartmann, Friedrich: Miszellen zur Primzahltheorie. II. Jber. Deutsch. Math.- 
Vereinig. 43, 130—132 (1933). 
(Vgl. dies. Zbl. 6, 10.) k sei eine natürliche Zahl, F,(z, y) das Polynom 7/(z — ey), 


e 
wo g die primitiven k-ten Einheitswurzeln durchläuft, a und b seien teilerfremde ganze 
rationale Zahlen. Q® bedeute die ganze rationale Zahl F,(a, b). Verf. untersucht für 
voneinander verschiedene ganze rationale Zahlen %, I den größten gemeinsamen Teiler 
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(9®, Q®) und findet, daß dieser stets gleich 1 ist, außer, wenn sich die kanonischen 
Primzahlzerlegungen der Zahlen &, ! nur in dem Exponenten einer einzigen Primzahl r 
unterscheiden. In diesem Falle ist der gr. gem. T. gleich. Bessel-Hagen (Bonn). 
Busli; feazt+bx } 
Mordell, L. J.: The definite integral ea and the analytie theory of 
—oo 

numbers. Acta math. 61, 323—360 (1933). 

The main object of this paper is to render more accessible some results published 
by the author in 1920 (Quart. J. Math. 48, 329—342). It is shewn ($5) that the in- 
tegral in the title can be reduced to one of the standard cases: 


oo [0,0] 
niot—2rntz niot—2ntz 
Selle r di a [‘ dt 
ert_] erot_ı] 
with $o>0, or to either of these with %® = 0 (they being then equivalent). The 


path of integration is the real axis, indented by the lower half of a small circle at any 
real zero of the denominator. It is proved ($3) that 


ya f&lo, -l/o) +iof(z, ») 


061, ®) Bo >09) 
where f(x, ®) is the integral function of x defined by 
>} ee Kuchen 
Ha Di g=e%); 
and ($4) that 'm oda 
J= —_ ei g(2,0) —  O(alo, —1/0), (Io > 0,Ro > 0) 
where Y-io „ 


Oz, 9) en > qm’ eznriz 
1 


with similar results when Row < or = 0. The proofs are obtained from the relations 
giving (x + 1) and /(2+ w) in terms of /(x) ineach case. — If %w = 0, the integral 
can be continued over the x-plane, and is an integral function of x. If x is not real, 
the results of $4 remain valid. If x is real, the integral can be represented as the limit 
of the difference of two corresponding partial sums in the approx. functional equation 
of the thetafunction (5.7, 5.8). — In connection with the case » real and rational, the 
author reproduces his very simple evaluation of the Gaussian sums. — An interesting 
deduction from the first standard case of the integral is 
riot: en 
2.18) N = 290) + 3) i0R(-1/0) + 400,0), 
et —1 o 


—oo 
where 


2(®) = > F(n) er»io, (Ko > 0) 


F(n) being the number of uneven classes of binary quadratic forms of determinant — n. 
Davenport (Cambridge). 


Analysis. 


@ Severi, Francesco: Lezioni di analisi. Vol. 1. Determinanti, equazioni lineari, 
limiti derivate e differenziali, funzioni ed equazioni algebriche. Bologna: Nicola Zani- 
chelli 1933. VIII, 434 8. L. 75.—. 
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Aumann, Georg: Aufbau von Mittelwerten mehrerer Argumente. I. Math. Ann. 
109, 235—253 (1933). 

Eine reelle, in den reellen Argumenten &,, ..., &, stetige und symmetrische 
Funktion M(x,,..., &,) wird als Mittel von &,, ..., &, bezeichnet, wenn sie folgende 
Eigenschaften besitzt: 1. M ist in bezug auf jede Variable monoton nicht abnehmend. 
2. Es gibt eine Zahl o>0 derart, daß 


Maxx, — M(x,,...,%,)>=0o (Maxx, — Minz,), 
M(&,,...,%) — Minze, > o(Maxz, — Minz,). 
v 12 v 


Unter der Abbildung eines Mittels M durch die monotöne Funktion @ wird der Über- 
gang von M (x; ..-, 2%) zu 


My(21 5: -,2) = P(M (pa). .., 9°) 

verstanden. Wenn M das arithmetische Mittel ist, ist M, nichts anderes als das (von 
Jensen untersuchte) durch 9"! transformierte arithmetische Mittel (vgl. das Referat 
Jessen, dies. Zbl. 2, 388). Die Abbildung » wird als regulär bezeichnet, wenn die 
Differenzenguotienten von » zwischen positiven Schranken liegen. Durch reguläre Ab- 
bildung geht aus einem Mittel im obigen Sinne wieder ein solches hervor. — Haupt- 
gegenstand der Arbeit bildet die folgende als „Erhöhung eines Mittels“ bezeichnete 
Konstruktion, die aus einem Mittel von n Argumenten ein Mittel von » + 1 herstellt: 
Es seien M (&,, . . ., %,) ein Mittel und y,,.. ., %n+1 gegebene reelle Zahlen. Man bilde 
für v»=],...,n+1 die Zahlen = M(yı---»%-1 %+1- - -» Yn+ı), aus diesen 
bilde man = M(y:-..,,%-1 %+1 =» Yazı) usw. Die n+ 1 entstehenden 
Zahlenfolgen y® konvergieren für A — oo gegen denselben Grenzwert M’(yı,.. .-, Yn+ı)» 
der ein Mittel, das ‚„Obermittel“ von M, darstellt. Das Obermittel läßt sich auch durch 
eine einfache Funktionalgleichung charakterisieren, und der geschilderte Iterations- 
prozeß kann als Lösung dieser Gleichung mittels sukzessiver Approximationen auf- 
gefaßt werden. — Das arithmetische Mittel geht bei Erhöhung in das arithmetische 
über; daraus ergibt sich eine neue Kennzeichnung dieses Mittels. Erhöhung und 
reguläre Abbildung sind vertauschbar. Daraus folgt insbesondere, daß das Ober- 
mittel eines transformierten arithmetischen Mittels wieder ein solches, und zwar mit 
derselben Transformationsfunktion ist. — Ungleichungen zwischen Mitteln derselben 
Argumente bleiben bei Erhöhung (evtl. unter Zulassung von Gleichheit) erhalten. 
Sind M und N zwei Mittel, so wird eine Funktion y als konvex bezüglich {M, N} be- 
zeichnet, wenn für alle betrachteten & 


Y(M (a1,...,)) EN (ya) ,..., yan)) 
ist. Ist y konvex bezüglich {M, N}, so auch bezüglich der Obermittel {M’, N’!. Für 
den Spezialfall transformierter arithmetischer Mittel M, N ist dies ein Resultat von 
Jensen. — Es gibt Mittel von drei Argumenten, die nicht durch Erhöhung aus Mitteln 
von zwei Argumenten entstehen. W. Fenchel (Kopenhagen). 


Cioranesco, Nicolas: Quelques proprietes de moyenne des fonetions continues et 
des fonetions sommables. Bull. Sci. math., II. s. 57, 389-391 (1933). 


Haag, J.: Sur le ealeul de la dur&e des petites oseillations en fonetion de leur ampli- 
tude. Bull. Soc. Math. France 61, 209—212 (1933). 

Chajoth, Z.: Über eine Funktionalgleiehung von Babbage. Mh. Math. Phys. 40, 
235—240 (1933). 

Es sei P eine beliebige Menge von Elementen p und /(p) eine eindeutige Funktion, 
die P auf sich selbst oder eine Teilmenge von P abbildet. Es werde definiert: f,(p) = p; 
In(pP) = Mn-ı(p)) für jedes p aus Pundn=]1,2,3,... Verf. zeigt, daß jede der 
Funktionalgleichung f,(p) = p für eine bestimmte natürliche Zahl n genügende Funk- 
tion /(p) eine bestimmte Zerlegung (nach einem näher gekennzeichneten Typus) der 
Menge P in elementefremde Teilmengen erzeugt und daß umgekehrt jede solche Zer- 
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legung zur Definition einer der Funktionalgleichung genügenden Funktion /(p) dienen 
kann. Sodann behandelt er in ähnlicher Weise für n, >n,> 0 die Funktionalglei- 
chung f,(?) = fn,(p). Zum Schluß bespricht er einige Lösungen der Funktional- 
gleichung f„(z) =2z (z eine komplexe Variable) durch gebrochen-lineare Funktionen 
von 2. 'Bessel-Hagen (Bonn). 

Toranzos, F.: Über die Funktional-Ungleiehung f(x) + /y) > f(x +Yy). Rev. 
mat. hisp.-amer., II. s. 8, 109—113 (1933) [Spanisch]. 


Toranzos, F.: Über die Funetional-Ungleiehung f(x) +/W)=fle + %). Bol. 
Semin. mat. Argent. 3, 137”—141 (1933) [Spanisch]. 

Für eine nicht negative Funktion f(x), welche der obigen Ungleichung (kurz U.) 
genügt, folgt für positive x (x)<f(0). Erfüllt o(x) U., so ist U. erfüllt, wenn 
Mx)=o(e) + K,K>0, oder wenn f(x) = (x) + ax. Erfüllt jede der Funktionen 
fi(z) U., so erfüllt auch F(x) =D f;(x) a, U., lern a;>0. Eine positive, eindeutige, 
stetige, an den Stellen x, und x, verschwindende Funktion, welche U. genügt, ver- 
schwindet an allen Stellen n, &; + nz 2, (n, und n, ganze Zahlen). Eindeutige, stetige, 
für alle reellen Werte von x definierte, negative Funktionen können nicht U. erfüllen. 
Eindeutige, stetige, für alle reellen Werte von x definierte, der U. genügende Funk- 
tionen können in keinem Intervall (0, z,) negativ werden. Besitzt eine eindeutige, 
stetige, für alle reellen Werte von & definierte Funktion auf beiden Seiten der x-Achse 
Nullstellen, so kann sie nicht U. genügen, wenn auch nur für einen Wert von x f(x) <O 
ist. Eine stetige, eindeutige, für alle reellen Werte von x definierte Funktion f(x) 
welche rechts und links vom Ursprung Nullstellen besitzt, ohne identisch zu verschwin- 
den, genügt dann und nur dann U., wenn (1) (a + nA) = (2); (2) f(x) +fy)>Mx-+ Y); 
er y=ı; (3) fA— 2)+ Ke y)=fA—x— y), x +y=A (A Periode, n ganze 

ahl). F. Knoll (Wien). 

Fousianis, Chr.: Sur un th&oreme de M. E. Borel. Bull. Sci. math., II. s. 57, 352 
bis 355 (1933). 

Stimmt mit der in diesem Zbl. 7, 416, zuerst ref. Note des Verf. überein. Ullrich. 


Vignaux, J. C.: Neue Summations-Methode von Integralen und ihre Anwendung 
auf das Laplacesche Integral. An. Acad. Nac. Ci. exact. Fis. y Nat., Buenos Aires 3, 
37—88 (1933) [Spanisch]. 


Vinogradov, I. M.: Sur P’applieation des sommes trigonomötriques finies au probleme 
de la distribution des parties fraetionnaires d’un polynöme entier. Trav. Inst. phys.- 
math. Stekloff 4, 5—8 (1933) [Russisch]. 


Abrameseo, N.: Sur les eourbes de convergence des series de polynomes ä une variable 
eomplexe et leur applieation ä la determination des fonetions holomorphes dans des 
domaines donn&s. Ann. .Mat. pura appl., IV.s. 12, 197—215 (1933). 


Durch Benutzung von bekannten Resultaten über den lim bzw. lim 12. (2%; 
wobei {P„(z2)} gewisse spezielle Polynomsysteme sind, untersucht Verf. direkt die 
Abhängigkeit des Konvergenzbereiches von Entwicklungen der Form &A„P,(®) 


und & A„[P„(z)]-! von dem lim Y | An |: Der Konvergenzbeweis auf Seite 202—203 
ist nicht ausreichend (es fehlt der Existenzbeweis für lim ß,), das Resultat jedoch 
richtig und kann aus einer Formel von Perron mühelos gefolgert werden. An dieser 
Stelle und auch anderswo wird der Poincaresche Satz über Differenzengleichungen 
(unerlaubt) auch in Fällen angewendet, wo die Wurzeln der „Grenzgleichung“ gleichen 
absoluten Betrag haben. Der Divergenzbeweis auf S. 203 ist unverständlich, da aus 
lim Y | „| = &, lim Y |dn |= ß, &$ > 1, keineswegs lim y |an6„| > 1 gefolgert werden 
kann. In weiteren Fällen fehlt die genaue Angabe des Gültigkeitsbereiches von Grenz- 
wertformeln. [Beispielsweise ist der Satz auf 8. 205 vor (7) (übrigens mit lim statt lim) 
nur unter gewissen Voraussetzungen über die Belegung @(x) bekannt und richtig — 
vgl. die Arbeit des Ref. in den’ Math. Ann. 82, 188—212 (1921).] Szegö. 
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Mazurkiewiez, S., et H. Szmuszkowiezöwna: Sur les suites de polynömes. Bull. int. 
Acad. Polon. Sci. A Nr 4/8, 131—136 (1933). 
Soit (1) {P„(z)} une suite de polynomes oü 
P,@) =a® +a®.z+-.- +aM.zr, (n=0,1,-:-.) 
Les auteurs d&montrent que: Si la suite (l)est uniform&ment born&e,|P,(z)|<M, 
sur un continu born& (O il existe & tout n„>0O un domaine D(C,n) con- 
tenant CO et tel qu’on a |P„(z)| < M(1+ n)" dans D(C, n). — Si l’on suppose 
seulement que la suite (1) est bornee au moins presque partout sur Ü on peut prouver 


[Math. Ann. 108, 520 (Leja), thsordme II; ce Zbl.7,62] que la suite en! est lila 


(1+m 
mement bornee dans un D(C, n). Les methodes de demonstration de ces deux theor&mes 
sont tout ä fait differentes. — Les suites (1) jouissent encore de la propriete connue 


[Math. Ann. 107, 68—73 (Leja); ce Zbl. 5, 12] que voici: Si la suite (1) est bornee 


presque partout sur une courbe quelconque de longueur positive, la suite (2) 1 P„(@)| 
est uniform&ment bornde dans chaque domaine (ensemble) borne D. — Les auteurs 
generalisent ce dernier theoreme en demontrant que: La suite (2)est uniformement 
bornee dans chaque domaine born& D si la suite (1) est uniform&ment 
bornee dans un ensemble ferm& dont le diametre transfini est positif. 
F. Leja (Warszawa). 

Brenke, W. C.: On the summability and generalized sum of a series of Legendre 
polynomials. Bull. Amer. Math. Soc. 39, 821—824 (1933). & 

The author shows that the series of Legendre polynomials >)n? X„(x) (p positive 


n= 
integer) is: a) (7, p) summable for—1< x <1,b) (ZH, p + 1) summable for -1<x<1 
In case a) the explieit expression of the limit in question is given, for p > 2. First the 
cases p = 0,1, 2 are discussed by means of the generating function and the recurrence 
relation for Legendre polynomials. The latter further yields an expression of 8,,, — the 
(H,p) partial sum in question — in terms of 8, 2-1, - - -» Sn,o , and the general result, 
for p > 2, follows. J. Shohat (Philadelphia). 

Jackson, Dunham: The convergence of some non-linear processes of approximation. 
Amer. J. Math. 55, 515—524 (1933). 

Let o(x), of period 2”, be summable, non-negative everywhere and positive 
over a set of positive measure in a period; let f(x), of period 277, be bounded and mea- 
surable, with a positive lower bound. The author shows the existence, for any n>0, 
of one at least trigonometrie sum 7, (x), of order <= n, monimizing the integral 


fetwite) — er@pmas. (m>0) 


Assume further that m>1, f(x) is continuous and positive and has a continuous 
derivative /’(x), and that o(x) has a positive lower bound. Then e!"® — f(x) uni- 
formly, as n— oo, where 7,(x) minimizes (1). The proof of this statement is based 
on an argument frequently used by the author in discussing approximation of function 
in the sense of least m-th powers [cf., e. g., Idem, The Theory of Approximation, Am. 
Math. Soc. Colloquium Publications 11 (1930)], where the following extension of 
Bernstein’s Theorem (on trigonometric sums) plays a prominent part: f(x) being of 
the nature indicated, with | (2) | <A, and T,(x) being a trigonometric sum of order n, 
such that loegh<=T,(@)<logM, |f(a) — e"®|<L for all x (k, M,L = const.), 


then 2: [fx) — e"®@]| <C,nZ + C,, where the constantsC',, CO, depend on f(x), h, 


M only. In the last section the author considers polynomial approximation, i.e. 
minimizing 


Fake) |f(@) — er® m dz, (a, b) finite, say (—1,1) 
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P„(x) — polynomial of degree <n,_o(x) and f(x) being of the nature as described above. 
The existence of one at least minimizing P,„(x) is shown and the uniform econvergence 
in (—1,1) e"®@ f(x) (n— oo) is established for m>2. Here the following poly- 
nomial extension of Bernstein’s Theorem is established (by means of &= cosß): 
f(x) being positive and continuous in (—1,1), f’(x) being therein continuous, with 
|?(z)|=A, and P,„(x) being a polynomial of degree n such that 
logh<P,(@)<logM, |f(a) -— er+®|<I, (-1<r=<]) 


EU) r@l|<(OGnA+O)A-ad (-1<a<) 
(C,,0, depending on h, Mand f(x) only). The latter inequality leads to the following 
7 |R„(8) — R,(&)) |< 2(C,nL + 0,) |x, — x, |} 


(-1=22,,,=<1; |, —,|<1; R,„(e) = f(x) — efr®@). 
J. Shohat (Philadelphia). 

Jackson, Dunham: Orthogonal trigonometrie sums. Ann. of Math., II.s. 34, 
799-814 (1933). 

The object of this paper, as stated by the author in the Introduction, is to develop 
for trigonometric sums the beginning of a theory analogous to that of systems of ortho- 
gonal polynomials with respect to a weight function defined in a certain given interval. 
— Let o(z), of period 2z, be=0 and summable and different from zero over a set of 


then 


positive measurein a period. By orthogonalizing the set [ 0(%) an N 2 (a 011232 20), 


we obtain a sequence of orthogonal (and normal) functions in (— 7, r), with respect 


to o(z): _ 

e Ye (2) uo(®) ’ Ve(@) u,(%) ’ Ye(e) v,(%) Eu ROLE) 
where u„(2), v,(x) are trigonometric sums of order n, the former lacking the term in 
sinnz, so that . 


fe) wm (X) wn(z) dx Zr, On (m, du 0, L, ve.) w;(z) = u(%), v(2)) 


fe@) Um(®) nz) de = 0. (for all m and n) 


Extending to the case under consideration the known properties of orthogonal poly- 
nomials, the author derives: a) recurrence relations for u,, v, in the form 
n+1 
c08(2 — u) an (2) = > (A;u(&) + B;vi(@)), (A, B; = const.) 
i=n-—1 
4 representing a constant, the arbitrariness of which here (and in (2) below) is advan- 
tageous in applications; b) Darboux’s formula 


N n 
K,„(z,t) = Due) + D’ule)oil) = Kon (Un) Un +ı d— Un +1) U, (d) )+Br( )+Yn( (+H5n 0 


cos(t— u) — c08(C — u) 
i=0 


where () mean similar combinations involving resp. u, and 9,47, %, and 41; %”% and 
%4+17, and each of the constants &,, Pa, Yn; O1 does not exceed unity in absolute value — 
a property very important in the discussion of the convergence of expansions of the 


type 


Ka) Dan una) + Zn in(e); (je=fetirde) (@) 
n=0 n=1 n "ga n 
where /(&) is of period 2 and of is summable. Here we have first a,, b,— 0 (n — oo) 


(from the convergence of the series & + > + 52) if of? is summable or even without 


this restrietion, if (*) the sequence {w,, vi is uniformly bounded for all x. Sequences 


(2) 
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with this property (*) offer great advantages in applications. a ii shows that 
if (*) is satisfied over a certain set Z, then the sequence {U,(x), V„(x)} corresponding 
to o(x) (x), where t(«) is a finite non-negative trigonometrie sum, A (*) over any 
part of E, where (x) has a en lower bound. Furthermore, if o(2)=>v> 0 for 
all x, then |, (x) |, |0, (x) | = O(n$); if @"!(x) issummable, then |w,(z)|, |v„ (2) |= On). 
— The author further Ka expansion (3) and first shows that if (*) is satisfied, 
then the convergence of (3) at a specified point x depends on the behavior of f(x) in 
the neighborhood of x only (the same holds if (*) is satisfied at the point x only, provided 
of? is summable). We get letting 


(2) + Fade) + Ru= Sn) + By 


ıye 


a 
7 2 E14 
— Rn = fe) — Ha)] En, ddt=L% [el yilt) Knlz,t) dt 
nn i=1l —n 


7 4) 
Y,(t) = ft) — f(x) for t- 2125; y()=0 for +: 


Y() + Yo) = Fl) — Fa) forallx. 
Rn = !(a) — Tale) — Jet IE) Tu En add. (5) 


(T,„ = arbitrary trigonometric sum of order <n) 


(4), combined with (2), shows, for ex., that R„—>0 (n> oo) at a specified point x, 
if (*) is satisfied and if o(t) [f(t) — F(ax)]/t — x is summable in a certain interval 


about this point. (5) requires an investigation of A,(8) = f 0,(t) | kn(z, t) |dt. The 
author shows that if (*) is satisfied and o(x) is bounded, 3(2) = O(log n) for all =. 


Hence, | Rn | = O(&n log) (fa) — Tua)| Sen) 
and R„— 0 uniformly for all «(n— oo), if f(x) has a modulus of continuity @(6) 
such that limy,o (6) logö = 0. J. Shohat (Philadelphia). 
Reihen: 


Carslaw, H. S., and R. J. Lyons: A trigonometrical sum. Philos. Mag., VII. s. 16, 
1065—1079 (1933). 
Die Fouriersche Reihe 


e fsine + 5 + — sın 3% en sinds + - 2 


der Funktion en 4er 
(2) in für mn <a <2n 
wird diskutiert; insbesondere wird durch eine einfache Schlußweise direkt gezeigt, 
daß die Fejerschen Mittel dieser Reihe die Gibbssche Erscheinung nicht aufweisen. 
R. Schmidt (Kiel). 
Vignaux, J. C.: Über die Verallgemeinerung der Summations-Methode von Le Roy. 
An. Acad. Nac. Ci. exact. Fis. y Nat., Buenos Aires 3, 71—72 (1933) [Spanisch]. 


Lev, Joseph: Eifeets of linear transformations on the divergenee of bounded se- 
quences and funetions. Trans. Amer. Math. Soc. 35, 888—896 (1933). 

Verf. setzt die Untersuchungen von W. A. Hurwitz [Proc. London Math. Soe. (2) 
26, 231—248 (1927); Amer. J. Math. 52, 611—616 (1930)] und K. Knopp [Math. Z. 31, 
97—127, 276—305 (1930)] fort, soweit diese sich auf die Divergenzmaße einer Folge 
und ihrer Transformierten beziehen. Dazu wird für beschränkte Folgen der Begriff des 
„mit circle“, d.i. der kleinste Kreis, der die Häufungspunkte der Folge enthält, ein- 
geführt. R. Schmidt (Kiel). 
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Marshak, S.: Zwei Bemerkungen über stark summierbare unendliche Reihen. 
Math. Z. 38, 96—103 (1933). 


Wenn 1 N 
12 1% 0l>0, (1) 
so gilt bekanntlich auch 0 
n n 
1 1 
ze m lei tale. 6) 
0 0 


Verf. zeigt, daß umgekehrt (2) + (3) für (1) hinreichend sind. Ferner beweist er, daß, 
wenn eine Reihe stark summierbar rter (r ganz!) Cesäro-Ordnung ist, sie auch stark 
summierbar rter Hölder-Ordnung mit derselben Summe ist und umgekehrt. Hille. 

Bosanquet, L. S.: The absolute summability of Fourier series. Math. Gaz. 17, 300 
bis 302 (1933). 

The problem considered in this preliminary communication is the relation between 
the behavior of a function @(f) near a point t= x and the behavior of the partial sums 
$„(x) of its Fourier series, the former being expressed by a transform of the function, 
the latter by a transform of the series. The author observes that in many cases the 
kernels involved in associated transforms exhibit a phenomenon of ““mimiery”. This 
is the case in the problem of (C)-summability solved by Hardy and Littlewood. 
The author announces similar results for the problem of absolute (C)-summability. 

E. Hille (New Haven, Conn.). 

Takahashi, Tatsuo: Note on the Cesäro summability of the conjugate series of the 
derived Fourier series. Jap. J. Math. 10, 127—132 (1933). 

L’auteur a r&ussi d’abaisser d’une unite la borne inferieure k,— 1 de l’ordre de 
sommabilite (C, %k) par les moyennes arithme6tiques de la serie conjuguee d’une serie de 
Fourier derivee terme & terme 


T(«&) 2 Delay cosnz + b„ sinne) (C, k), (1) 
ee ekekants de. Hondier de f(2), avec la somme 
Ta) = 1er vous [r0 ei, (2) 
oü ed een. 


La borne x, = 1a &t& donnee en 1930 par Miss Sayers qui a prouv& la sommabilite 
(C,»# > 1) de (1) sous l’hypothese de l’existence de l’integrale (2) jointe & la condition 
Y(l)=o(t) pour t>0.- Pour demontrer la sommabilite (C,x > 0) de (1) l’auteur a 
exige en outre que le quotient £-1. Yt) soit & variation bornee dans (0, 27). 
E. Kogbetliantz (Teheran). 
Lubelski, S.: Über das Verhalten der Abschnitte von Potenzreihen auf dem Konver- 
genzkreis. Math. Ann. 109, 230—234 (1933). 


Verf. beweist: /(2) Se z" habe den Konvergenzradius (K.r.) 1.@,(z) sei 
eine Folge von in einer Br Umgebung des Peripheriepunktes z, analytischen Funk- 
tionen mit im Max |9,(@)] =]. Ferner möge keine Teilfolge @,,(2) in irgend- 
einem Teilgebiet des Einheitskreises > f(z) konvergieren. Sei s„(z) — Sig 2’. Hat 
dann in einer Umgebung von z, die Teilfolge s,,(2) — @„,(2) eine nohmaßie be- 
schränkte Zahl von Nullstellen, so gilt Im Ya |< 1. Dieser Satz enthält den 


folgenden Satz von J. Wolff, der seinerseits eine Verallgemeinerung eines Jentzschen 
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Satzes über die Häufungsstellen der Nullstellen der Abschnitte einer Potenzreihe dar- 
stellt: Hat f(z) = =”denK.r.1und Db, >” den K.r. >1, so liegen in jedem Kreise 


„= ld 
um z—= 1 Wurzeln unendlich vieler Gleichungen s„ (2) = b„. — Zum Beweise des ersten 
Satzes wird zuerst durch eine Reihe von Schlüssen gezeigt, daß für jede Teilfolge 


ne 
2,,=N der n: Im vlax|s (im YMax | Ty(e) ) ‚wo Ty(z) das N-te Tscheby- 


scheffsche Polynom einer passenden Kurve /’ ist; dabei ist /’ die Randkurve des Ge- 
bietes@ aus |2 |< r und |z — 2, | < g mit beliebigem festem r < 1 und einem passen- 
dene >0. r wird so groß gewählt, daß der Inhalt ® von, G@>a ist. Dir ist nach Faber 


(Münch. Ber. 1920) für alle r: im’ Max] 7, alzy = 1, also im Y wer Wäre 


also entgegen der Eshaupbang für ein passende Teilfolge nz,—N der nz: ‚im im la ay|=1, 


so erhielte man für diese Folge einen Widerspruch. Stefan ke N (Utrecht). 
Pölya, @.: Untersuehungen über Lücken und Singularitäten von Potenzreihen. 


II. Mitt. Ann. of Math., II.s. 34, 731—777 (1933). 

Die erste Mitteilung erschien in Math. Z. 29, 549—640 (1929). Die vorl. zweite Mittei- 
lung gibt eine wesentliche Ergänzung zu dem Hadamardschen Multiplikationssatz und damit 
zusammenhängende Lückensätze. Der Hadamardsche Satz besagt bekanntlich, daß jeder 


singuläre Punkt von A(z) = Zar b„=* die Form aß hat, wobei & und $ singuläre Punkte von 


ik) = Zar" bzw. g(e) = Ddsz sind. Verf. hat in C. R. Acad. Sci., Paris 184, 579581 


(1927), den Satz angekündigt, wonach «$ sicher dann eine singuläre Stelle von A(z) ist, wenn « 
und isolierte singuläre Stellen sind. Dieser Satz wird nun in weitgehender Verallgemeinerung 
bewiesen. Aus der Fülle der schönen Ergebnisse sei folgendes hervorgehoben. — Esseiz=«& 
ein singulärer Punkt auf dem Konvergenzkreise von f(z). Dieser Punkt sollauf dem Kreise 
isoliert (halbisoliert) heißen, wenn & Mittelpunkt (bzw. Endpunkt) eines Regularitäts- 
bogens ist. Weiter wird & (1) fastisoliert, (2) zugänglich, bzw. (3) gut zugänglich 
genannt, wenn f(z) in einem Sektor einer kleinen, punktierten Kreisscheibe 0 <|z—- a|<ö 
regulär ist, und zwar soll dabei (1) Jag(@ — 2)|<x, (2) n„<sarg(x — 2) <n-+x oder 


n <arg(a —2)<n+x, bzw. (3) Jag(la—-)|<a-—s, << sein. Schließlich 


soll«&isolierbar heißen, wenn für beliebig kleine ö die Kreisscheibe einen z = a umschließen- 
den, doppelpunktlosen Regularitätsweg enthielt. — Wenn auf dem Konvergenzkreis von f(z) 
nur eine einzige singuläre Stelle x liegt, und wenn 3 eine singuläre Stelle auf dem Ken 
kreis von g(z) ist, so kann behauptet werden, daß «8 für A(z) singulär ist, wenn eine derf 

den Bedingungen erfüllt ist. [Satz VIII + Bemerk. S. 772:] 1.a ist ein Pol, 8 ist beliebig. 
2. & ist eine wesentlich singuläre Stelle, 3 ist auf dem Kreise halbisoliert. 3. «& ist eine 
braisch-logarithmische Stelle, 5 ist auf dem Kreise isoliert. 4. a ist fastisoliert oder nur gut zu- 
gänglich, 3 ist isolierbar und auf dem Kreise isoliert. Es ist bemerkenswert, daß in 4. weder 
„gut zugänglich“ durch „zugänglich“ noch „isolierbar‘“ durch „fastisoliert““ ersetzt werden 
kann. [Satz IX:] Haben die Hauptsterne von f(z) und g(z) höchstens abzählbar viele singuläre 
Stellen auf ihren Rändern, die außerdem sämtlich in den Ecken liegen, dann ist y= a,ß; 
sicher für k(z) singulär, wenn es nur ein Paar von Indizes j, k gibt, so daß y = a,ß; . — Aus- 
schlaggebend für die Beweise sind natürlich die Beziehungen zwischen Singularitäten und 
Koeffizienten, die auch von unabhängigem Interesse sind. Wir erwähnen nur folgende Sätze: 
[Satz A*:] Die obere Dichte der Koeffizienten ist 1, wenn nur ein einziger, gut zugänglicher 
singulärer Punkt auf dem Konvergenzkreis liegt. [Satz B:] Wenn die untere Dichte Null ist, 
so ist die dargestellte Funktion eindeutig und ihr Existenzgebiet einfach zusammenhängend. 
[Verf., C. R. Acad. Sci., Paris 185, 1107—1108 (1927).] [Satz III*:]z=1 ist die einzige = 
Stelle von /(z) auf |z] = 1, und zwar gut zugänglich, wenn und nur wenn eine ganze Funktion 


F (z) von Exponentialtypus und eine Zahl 0 <a< = existieren, so daß a, = F(r) und 
lim I 10g|Fr e)] =(l, -asze=sa,. E. Hille (New Haven, Conn.). 


ro 
Bourion, Georges: Recherehes sur P’ultraeonvergenee. Ann. Ecole norm., II. s. 
50, 245—318 (1933). 
Verf. gibt in dieser Abhandlung eine ausführliche Darstellung einiger wichtiger 
Ergebnisse, die er schon in drei Mitteilungen in den Pariser „Comptes Rendus“ an- 
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gekündigt hat (vgl. dies. Zbl. 5, 394; 6, 63 und 255), und die auf die Theorie der Über- 
konvergenz ein neues Licht werfen. — Die Überkonvergenz der Potenzreihen ist von 
Ostrowski gründlich untersucht worden. Nennen wir „Lückenreihen‘ solche Potenz- 
reihen, die der Summe von zwei anderen Potenzreihen gleich sind, von denen die erste 
einen größeren Konvergenzradius als die gegebene Reihe hat, die zweite aber im 
üblichen Sinne unendlich viele Lücken von gegebener Relativbreite besitzt, so können 
wir sagen, daß jede überkonvergente Potenzreihe auch eine Lückenreihe ist, und jede 
Lückenreihe, für die der Konvergenzkreis keine singuläre Linie ist, überkonvergent 
sein soll (vgl. Ostrowski, Berl. Sitzb. 1921, S. 517; 1923, 8. 185). — Die vorliegende 
Abhandlung beginnt mit dem Beweise des Hauptsatzes, daß, wenn eine spezielle Ab- 
schnittsfolge einer Potenzreihe, in einem Gebiete, das ganz außerhalb des Konvergenz- 
kreises liegt, eine „‚bessere‘‘ Abschätzung als ihre vollständige Abschnittsfolge besitzt, 
so ist diese Reihe gewiß eine Lückenreihe. Dieser Hauptsatz, deren Beweis sehr ein- 
fach ist, enthält den „zweiten“ Ostrowskischen Satz über überkonvergente Potenz- 
reihen. — Mit Hilfe dieses Hauptsatzes untersucht Verf. die Konvergenzgebiete von 
Abschnittsfolgen einer Potenzreihe. Wenn {B,} eine beliebige Folge von einfach zu- 
sammenhängenden Gebieten ist, die keine gemeinsamen Punkte haben, und nicht den 
Punkt oo im Innern enthalten, so gibt es Potenzreihen, die eine Abschnittsfolge be- 
sitzen, welche in jedem Gebiete B, gegen eine Grenzfunktion f,(z) konvergiert, im 
Äußern dieser Gebiete aber nie konvergiert. Diese Reihen können überkonvergent sein, 
wenn der Punkt £= 0 in einem B, enthalten ist; andernfalls ist sein Konvergenz- 
radius gleich Null. — Verf. führt zunächst den Begriff von „benachbarten Abschnitts- 
folgen“ ein, und zeigt, daß das Konvergenzgebiet einer Abschnittsfolge von der Folge 
„stetigerweise“ abhängt. Es gibt immer solche überkonvergente Abschnittsfolgen, 
deren Konvergenzgebiete sich nur beliebig wenig über den Konvergenzkreis ausdehnen. 
— Dann zeigt Verf., daß, wenn die Taylorsche Entwicklung einer Funktion in der 
Umgebung eines Punktes a eine überkonvergente Abschnittsfolge besitzt, dasselbe 
auch für die Entwicklung in der Umgebung jedes Punktes b gilt, der selbst zu einer 
genügend kleiner Umgebung von a gehört. — Im zweiten Abschnitt der Abhandlung 
gibt Verf. eine Übertragung seiner Ergebnisse für allgemeinere Reihen (vgl. dies. Zbl. 6, 
63). — Em Ende beschäftigt er sich speziell mit Dirichletschen Reihen und zeigt u. a., 
daß, wenn eine solche Reihe in der Umgebung eines regulären Punktes der Konvergenz- 
geraden überkonvergent ist, so gilt dies auch in der Umgebung jedes regulären Punktes 
dieser Geraden. Vlad. Bernstein (Milano). 

Rios, Sixto: Sur ensemble singulier d’une elasse de series de Taylor qui presentent 
des laeunes. C. R. Acad. Sci., Paris 197, 1170—1172 (1933). 

L’auteur a cru avoir trouv& une erreur dans un theoreme de Mandelbrojt. 
Ceci tient au fait que M. Rios semble ne pas savoir que tout point exterieur & une 
coupure autour de l’origine doit aussi &tre considere, d’apres la definition donnee dans 
les monographies frangaises, comme point singulier de I)a„2” (si cette fonction est 
uniforme). Voir au sujet de la Note de M. Rios la Note de M. Hadamard [C.R. 
Acad. Sci., Paris 197, 1374 (1933); voir le ref. suiv.]. Mandelbrojt. 

Hadamard: Observations sur une note r&cente de M, Sixto Rios. C, R. Acad. Sci., 
Paris 197, 1374 (1933). 

M. Hadamard relöve le malentendu sur lequel repose la Note de M. Sixto Rios 
(voir le ref. pree.). Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 


Differen chungen: 

Lijn, 6. van der: Sur les integrales approch&es d’une &quation differentielle. Bull. 
Soc. Roy. Sci. Liege 2, 203—205 (1933). 

L’auteur donne une demonstration plus detaillee d’un theor&me deja prouve par 
lui dans une note des ©. R. Acad. Sei., Paris 197, 512—514 (1933) (voir ce Zbl. 7, 242). Il 
en tire en outre la consequence: pour tout nombre positif u il existe une fonction 
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continue F„(x) dans (z,, ß), prenant la valeur y, pour 2= z, et qui est intögrale & e 
pres de y’=f(z, y) dans „tout“ intervalle (z,, 2) avec une longueur sup£rieure & u. 
J. Ridder (Groningen). 

Minetti, Silvio: Integration avee une seule quadrature du mouvement de precession 
röguliere. ©. R. Acad. Sci., Paris 197, 1584—1586 (1933). 

Die Riceatische Differentialgleichung y’ = Ay?+By-+C läßt sich mittels 

2 
Quadraturen integrieren, falls AB—- AB + Tu 24?C =0 ist. Der entspre- 
chende Fall für die in der Kinematik vorkommende Differentialgleichung 
== re er 
wird nun behandelt. Schauder (Lwow). 

Sanieleviei, $S.: Sur Pintegration des $quations diff6rentielles par les fraetions con- 
tinues. Ann. Sei. Univ. Jassy 18, 197—214 (1933). 

Durch ein formales, rekurrentes Verfahren wird für eine Lösung der Riccatischen 
Differentialgleichung y’ = A(z) + B(z) y+ C(x) y?, mit gewissen rationalen Koeffi- 
zienten, eine Kettenbruchentwicklung hergeleitet. Otto Szdsz (Cambridge). 

Cimmino, Gianfraneo: Sui sistemi di infinite equazioni differenziali lineari eon 
infinite funzioni ineognite. Accad. naz. Lincei, Mem., VI.s. 5, 273—317 (1933). 

Sotto ipotesi abbastanza larghe (si prescinde dall’analitieitä) si studiano sistemi 
differenziali lineari di infinite equazioni in infinite funzioni incognite, del tipo 


alS_ a x 
(Sale) - Sum (h=1,2,3,...). (1) 
1 1 


Presupposto che le successioni u, u e analoghe rappresentino punti dello spazio 
hilbertiano (cio& convergano le serie Dial, > Ge)", ecc., Tispettivamente) e pre- 
messe alcune definizioni e ipotesi circa le matriei infinite A e B dei coefficienti a, e by , Si 
estendono ai sistemi differenziali infiniti del tipo (1) le definizioni e i teoremi relativi 
all’esistenza e unieitä di sistemi fondamentali di integrali, applicando ad essi il metodo 
delle approssimazioni successive, come nei sistemi finiti. — Definiti poi come sistemi 
differenziali autoaggiunti quei sistemi (1) per cui le due matrici A e B sono simme- 
triche, s’introduce la nozione di sistemi integrali „‚associati“ e quella di matrice „ausi- 
liaria“, relativa a una data successione di integrali associati, matrice che risulta simme- 
trica e soddisfa a una notevole equazione differenziale quadratica. — Si ricavano poi 
una identitä fondamentale (N. 8), una disuguaglianza integrale (N. 9) e un teorema di 
confronto (N. 10), e si estendono infine ai sistemi differenziali autoaggiunti (infiniti), 
per cui B dipende linearmente da un parametro / (con qualche altra ipotesi supple- 
mentare) le proprietä principali relative all’esistenza, distribuzione, realtä degli auto- 
valori, e analoghe, potendosi procedere come per sistemi differenziali finiti. Fantappie. 

Yosida, Kösaku: On the eharaeteristie funetion of a transcendental meromorphie 
solution of an algebraie differential equation of the first order and of the first degree. 
Proc. Phys.-Math. Soc. Jap., III. s. 15, 337—338 (1933). 

L’auteur complete certains de ses resultats prec£dents (Jap. J. Math. 1933; ce 
Zbl. 7, 120; Proc. Phys-Math. Soc. Jap. 1933; ce Zbl.7, 161). Il donne ce resultat: 
Si l’equation ga Po+Pıy+ Pay? 

2, Q 
ou P,, Pı, Pz sont des polynomes en # dont le plus grand degr& est p et Q un polynome 


de degre gen x, admet une solution m&romorphe, sa fonction caracteristique de Nevan- 
linna verifie la condition 


Tle,y)=0O(rfP-9) ss 21p—-)+2=#0, 
Oleg?) si 21p-g+2=0. 
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La demonstration, tres simple, utilise Ja moyenne introduite par Shimizü. Le resultat 
se generalise au cas des &quations de la forme y®) = R(z, y) oü R(z, y) est une frac- 
tion rationnelle en x et un polynome (de degre 2m) en y. @. Valiron (Paris). 

© Dulae, H.: Points singuliers des equations differentielles. M&m. Sci. math. Fasc. 
61, 70 S. (1934). 

Diese Abhandlung berichtet über die verschiedenen Verfahren zum Studium der 
Integralkurven eines analytischen Differentialgleichungssystems 

dz, er dz, R" Eu dz, 
HELEN TER IE} BEI? FRRE SF, 

in der Umgebung einer singulären Stelle (d. h. einer Stelle (z,) = («,), wo alle z ver- 
schwinden). Dabei spielt die charakteristische Gleichung A (4) = 0 der aus den Ab- 


leitungen = in (2;) = (&;) gebildeten Matrix eine maßgebende Rolle. Wenn die 


Wurzeln dieser Gleichung eine gewisse Bedingung (a) (Ungleichung) erfüllen, läßt sich 
das Diffgl.-System durch eine eineindeutige analytische Variablentransformation 
auf gewisse einfache Typen von algebraischen Differentialgleichungen zurückführen, 
die man explizit integrieren kann. Ist jene Bed. (a) nicht erfüllt, so lassen sich die in 
der Umg. der singulären Stelle verlaufenden Integralkurven zum Teil dadurch erfassen, 
daß man das System auf Systeme in weniger als n Variablen zurückführt, die der 
Bed. (a) genügen. — Die Wurzeln der char. Gleichung 4 (A) = 0 geben Anlaß zu einer 
Einteilung der singulären Stellen in 1. einfache singuläre Stellen ((z) = («) ist 
einfacher Schnitt der Hyperflächen X,=0); 2. Ausnahmestellen (mindestens 
eine, aber nicht alle char. Wurzeln verschwinden); 3. mehrfache singuläre Stellen 
(alle Wurzeln von A (4) = 0 verschwinden). In den beiden letzteren Fällen gibt es 
keine allgemeine Methode, aber es gibt Verfahren, um gewisse, durch Zusatzbedingungen 
eingeschränkte Lösungen vollständig zu bestimmen. — Für n = 2 wird die Theorie im 
einzelnen ausgeführt. Bei einem mehrfachen sing. Punkt lassen sich nach einem, dem 
Puiseuxschen nachgebildeten Verfahren alle algebroiden Lösungen bestimmen, und 
man gewinnt ähnlich auch gewisse nicht-algebroide Lösungen. Schließlich werden 
auch implizite Differentialgleichungen f(z, y, y')= 0 betrachtet. Durch birationale 
Transformationen der Fläche f(z, y, z) = 0 läßt sich dieser Fall stets auf den Fall auf- 
gelöster Gleichungen zurückführen. Kähler (Königsberg, Pr.). 

Griffin, Mabel: Invariants of pfaffian systems. Trans. Amer. Math. Soc. 35, 929 
bis 939 (1933). 

The pfaffian system 8 is = ---=w,=0. The developments are based on 
the invariance of the set M, of symbolic forms ©,...0©,.@,...0, %=1,2,...,7), 
where &’ is the derived form of » and o is any non-negative integer. The set M, has 
previously been employed by Cartan (Invariants Integraux, 101). The sets M are 
shown to lead to invariant pfaffian systems associated with S and to arithmetical in- 
variants of S. In particular, if all forms in M,,, vanish and some form in M, does not, 
20 is the rank (Engel) of S. The sets M are also employed to express a necessary and 
sufficient eondition that $ be equivalent to a system (termed completely separable) 
all of whose equations are simultaneously written in the classical canonical form for 
a single pfaffian equation, the sets of canonical variables being non-overlapping. If S 
is the derived system of T, the latter is called a primitive system of S. Some results 
about primitive systems are given. J. M. Thomas (Durham). 

Kourensky, M.: Sur les öquations de Bäcklund. Commun. Soc. Math. Kharkow 
et Inst. Sei. math. Ukraine, IV.s. 6, 61-77 (1933). 

This paper is concerned with the generalization of Jacobi’s method [Goursat, 
Equations premier ordre, 266 (1921)] to systems of. r first order partial differential 
equations ; =0 in two independent variables and r unknowns. The cases treated 
explieitlyarer=2andr—=3. An equation = c with indeterminate left member is 
adjoined to the system, and a quadratic system 2’ of r first order equations in g is found. 
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2 is algebraically reducible. By solving an algebraic equation of degree r it can be 
replaces by r linear systems, one of which @ is to satisfy. If r @’s can be determined 
so that ,= «= = 0, 9, = 615: ..,9 = c,isa passive system of total differential 
equations, the author remarks that the solution of the original system can be regarded 
as accomplished, but he does not indicate whether the @’s always exist, nor how to: 
obtain them, nor in what sense the resulting solution is general. To the paper is append- 
ed a bibliography comprising seventy titles of works having more or less bearing 
on Bäcklund’s problem. J. M. Thomas (Durham). 

Pfeiffer, G.: La gen£ralisation de la methode de Jacobi de Pintegration des syst&mes 
eomplets d’&quations linsaires et homogenes; la generalisation des recherches eorres- 
pondantes de Clebsch. Acta math. 61, 203.238 (1933). 

Diese Arbeit ist eine Übersetzung der russischen Arbeit des Verf. (referiert in 
dies. Zbl. 3, 397). Janczewski (Leningrad). 

Pfeiffer, G.: La generalisation de la m&thode de Jacobi-Mayer de Pintegration des 
&quations non lin&aires et des systemes d’&quations non lineaires aux deriv&es partielles 
du premier ordre d’une fonetion ineonnue. Acta math. 61, 239—261 (1933). 

Diese Arbeit ist identisch mit der russischen Arbeit des Verf. (ref. dies. Zbl. 5, 
105). Über die Systeme sukzessiver vollständiger Systeme, welche hier studiert sind, 
siehe auch die Arbeit des Verf., ref. dies. Zbl. 3, 397. Janczewski (Leningrad). 

Caecioppoli, R.: Un prineipio di inversione per le eorrispondenze funzionali e sue 
applicazioni alle equazioni a derivate parziali. I. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 
16, 390-395 (1932). 

Considerati due spazi funzionali lineari metriei completi Ze 2” di elementige_ 
rispettivamente, per una corrispondenza @'’= T[p] differenziabile (cioe con 
ö9' = D[Y, öp], essendo D lineare rispetto a dp e continua rispetto a @) si da un 
teorema generale d’inversione locale, e cio&: Se per un particolare punto @, l’operazione: 
lineare D[o,, @]= w’ ammette inversa, la corrispondenza T & invertibile fra due 
intorni convenientemente ristretti dei punti @, e @= T[Y,] (teorema da dimo- 


strarsi col metodo delle approssimazioni successive). — Come applicazione, si considera. 
il problema di Dirichlet per l’equazione non lineare, di tipo ellittico 
A,2 = f(x, Y52,P, Q)- (1) 


Assunto per spazio &' l’insieme delle funzioni z(z, y) continue in una regione Ü (contorno 
I’ incluso), con le derivate prime e il A, generalizzato, per spazio 2” quello delle coppie 
di funzioni z(z, y) (continue in C) e w(s) (continue su ]'con due derivate) e date op- 
portune definizioni per le distanze in Se 2”, si passa a studiare la trasformazione 7 


az, y) = Az — Ma, y,2,P,9), 
&(s) = £(s) (valori di z su 7). 
Differenziando la prima relazione si ha l’equazione „alle variazioni‘ 
öu = 4,62 — 5 nr _ 4 = — = ö2, (2) 
che & lineare in öz, e se questa & risolubile univocamente si deduce allora, in base al 
teorema generale precedente, che anche l’equazione non lineare 


As2 a Hz, Y, 2, P; q) az ET, Y); 

coi valori al contorno Z,(s) + 0(s), & pure risolubile univocamente, se £,(s) da i valori 
su ]’ di una soluzione z, della (1), e la coppia e(x, y), o(s) &in 2’ abbastanza vieina 
allo O. L. Fantappie (Bologna). 

Caceioppoli, R.: Un prineipio di inversione per le eorrispondenze funzionali e sue 
applicazioni alle equazioni a derivate parziali. II. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., 
VI.s. 16, 484—489 (1932). 

Il risultato relativo all’equazione (1) del lavoro precedente viene esteso al caso 
del A, ordinario (non generalizzato), modificando le definizioni di distanza in Ze 2” 
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mediante i coefficienti di Hölder. Queste ultime considerazioni possono poi applicarsi 
anche all’equazione di tipo ellittico piü generale 


02 0?2 022 
En (3) 


con BB— AC<0OeA,B,(, f funzioni di x, y,2, p, q, ottenendosi cosi il risultato che, 
se l’equazione alle variazioni della (3)non ha autosoluzioni, nell’intorno di un integrale 2, 
della (3) esiste un unico integrale che assuma al contorno valori arbitrariamente pre- 
fissati, in un intorno (del 3° ordine) di quelli di z,. — I risultati precedenti, circa la 
risolubilitä delle equazioni considerate per piccole variazioni dei dati al contorno, vengono 
poi estesi al caso, invece, di piccole variazioni delle equazioni stesse, dipendenti da 
picole variazioni di un parametro & che vi figuri, e infine, con opportune ipotesi, al 
problema della risolubilitä ‚‚in grande“, in tutto lo spazio funzionale, o su certe varietä V 
di assegnate dimensioni (anche oo). L. Fantappie (Bologna). 

Caeeioppoli, R.: Sulle equazioni ellittiche non lineari a derivate parziali. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s. 18, 103—106 (1933). 

Riprendendo i risultati dei due lavori precedenti ]’a. ottiene che, per l’equazione a 
derivate parziali non lineare, di tipo ellittico 


Klaysanı. 2 REN Zu D  Dn Dias. Da) 0; 
wer ÖR Oz 
pP = dx,’ Pi = dx.,02,’ 
(con F dotata di derivate terze continue in un campo 4A, limitato da opportune varietä), 
il problema diDirichlet & risolubile per ogni sistema di valori al contorno, soddisfacenti 
con le loro derivate a certe condizioni, quando esso ammette una soluzione particolare, 
V’equazione alle variazioni € sempre risolubile, e dalle limitazioni dei valori al contorno 
e delle loro derivate risultano equilimitate ed equicontinue le funzioni 2, P11> - - - Pnn- 
L. Fantappie (Bologna). 
Bouligand, Georges: Sur les cas singuliers d’un probleme aux limites de la theorie 
du potentiel. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 19, 1050—1059 (1933). 
Le probleme est detrouver une fonction P harmonique dans un domaine 
D, connaissant sa derivee suivant une direction d donnede en chaque 
point @ de la frontiere F [voir aussi ©. R. Acad. Sci., Paris 197, 1179—1180 
(1933); ce Zbl. 8, 31]. L’aut. s’occupe uniquement du cas oü en certains points d est 
tangent & F (cas oppose etudie par Georges Giraud dans des travaux non encore 
parus); on se place dans l’espace euclidien a trois dimensions. Si F est coupe en au 
plus deux points par toute demi-droite issue d’un point O exterieur & D, et si d coincide 
avec OQ, l’aut. montre que si, outre la derivee de V suivant OQ, on donne les valeurs 
de V sur le contour apparent de F ou de O, le probleme a une et une seule solution; 
le resultat subsiste si O est & l’infini dans une direction donnee. Si maintenant D 
contient la region comprise entre deux spheres concentriques, et ne contient pas une 
certaine region comprise dans la plus petite, et si alors d coincide partout avec Oz, 
Yaut. montre qu’il y a une infinite de conditions de possibilite. Si D est le volume 
d’un tore, et si d coincide partout avec la tangente au parallele (ou au meridien), il est 
necessaire que l’integrale le long de chaque parallele (ou meridien) soit nulle. A ces 
resultats sont joints quelques autres, relatifs aux fonctions harmoniques dont les 
gradients sont coplanaires sur F (ou colineaires sur F dans le cas du plan). 
Georges @iraud (Bonny-sur-Loire). 
De la Vallöe Poussin, C.: Expression nouvelle d’une fonetion harmonique positive 
dans une aire et nulle en tout point du bord sauf un. Ann. Soc. Sci. Bruxelles A 53, 
113—122 (1933). 
Dans des travaux anterieurs (voir ce Zbl. 6, 308) l’aut. a etabli qu’une fonction 
harmonique positive dans un domaine born&, et nulle en tout point du contour sauf un 
seul, est determinee & un facteur constant pres dans le cas oü, le domaine faisant partie 
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de l’espace & trois dimensions, sa frontiere est une surface simple ou multiple dont les 
courbures sont bornees, et aussi dans le cas d’un domaine plan, les hypothe&ses sur la 
frontiere &tant alors plus larges que dans l’espace. Ici l’aut. s’attache d’abord au plan 
et donne, dans des cas plus &tendus que prec&demment, une expression de cette fonction 
harmonique. Soit O le point donne; on suppose que le contour @ est tangent en O& 
Oz et que Oy est dirige vers le domaine. La fonction V(P) = sinÖ/r est harmo- 
nique par rapport au point P dont l’affixe est r exp (0). Soit du la masse el&mentaire 
portee par un element du contour Ü', apres EN de l’unite de masse, plac&e d’abord 
en P. La fonction cherchee est U(P)= V(P mi V du, pourvu que O appartienne 


au contour exterieur et soit situe sur un arc & BN bornee, ou plus generalement 
sur un arc tel que l’angle x0Q soit un infiniment petit d’ordre positif determine par 
rapport & la corde OQ. Des changements de variables permettent d’atteindre le cas 
oü O serait un point anguleux, et celui oü O serait sur le contour d’un trou. Enfin ces 
considerations s’etendent & l’espace & trois dimensions, pourvu que la surface, simple 
ou multiple, sort a courbures bornees. Georges Giraud (Bonny-sur-Loire). 

Artemieff, N.: Die Methode der Gebietsvariation angewendet auf zwei akustische 
Aufgaben. Physik. Z. Sowjetunion 4, 628—636 (1933). 

Die Methode der Störungsrechnung für Eigenwertprobleme (Entwicklung der 
Eigenfunktionen und Eigenwerte des gestörten‘ Systems nach steigenden Potenzen 
eines Störungsparameters) wird angewendet zur Ermittlung der Eigentöne und Schwin- 
gungsformen von zwei Luftröhren, von denen die eine wenig von der Zylinderform, 
die andere wenig von der Kegelform abweicht. K. Hohenemser (Kassel). 

Dressel, F. @.: A boundary value problem for the heat equation. Amer. J. Math. 
55, 641-653 (1933). 

The author first considers the behavior, near the line of integration, of solutions 
of the heat equation, 02u/d 2? = Ou/dy, which are given in terms of Stieltjes integrals 
of the fundamental solution 

Ua, yE&,n) = {en(y — h)) er ran, h<y 
—0, y=zh 
and its partial derivative OU/dx. Using the results thus obtained, and the method 
of integral equations, he then establishes the following theorem concerning a discon- 
tinuous boundary value problem for the heat equation. Let A<k, and let 
Xı(y) <xXa(y) be continuous with their first and second derivatives for h<y=<k. 
Let D be the domain bounded by the arcs = y,(y), h<y<sk; i=1,2, and the 
characteristics y—= h, y= k. Let B(x) be of bounded variation for y,(h)=x= x;(h), 
and have regular discontinuities for y,(h) <x=<xz(h). Let G,(y), ©=1, 2, be of 
bounded variation for h< y=k and be continuous on the left for a <y=k,. Then 
there exists a funetion u(z, y), having in D continuous partial derivatives O2u/dx®, 
Ouldy satistying 0?u/da?—= du/dy, and such that 


ya fu, Y) dx Far B(x,) Fe B(&,) 3 Xı(h) < % a Tg = Xs(h), 


Im, [utts ) (Dir, Yay= ly) —Gily), hey < m, 


for = 1,2. Gergen (Rochester). 

Finzi, Bruno: Rifrazione di gruppi di onde piane luminose. Ist. Lombardo, Rend. 
II. s. 66, 679—688 (1933). 

The author first defines the motion of groups of waves of the first, second and 
third orders by the way in which the members depend on a parameter and characterises 
it by a moving element which is a plane, line or point according to the order of the 
group. — He then considers two homogeneous isotropie media separated by a plane 8 
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and a group of plane waves moving in a prescribed direction (independent of the fre- 
quencies and not normal to S).in the first medium and giving rise, after refraction by 
the second medium to a plane P associated with the group of the first order and moving 
normal to itself with uniform velocity in a direction lying between the direction of 
refraction and the normal to $S. Associated with the group of the second order there 
is a line Z in the planes $S and P which moves in $ with a uniform velocity of trans- 
lation. In the case considered the motion of the particular point of L associated with a 
group of the third order was not well defined. — The author also studies the case in 
which the direction of incidence depends on the frequency. H. Bateman (Pasadena). 

Wolibner, W.: Un theoreme sur P’existence du mouvement plan d’un fluide parfait, 
homogene, incompressible, pendant un temps infiniment long. Math. Z. 37, 698— 726 
(1933). 

Let 3(z, y) be a given function which is integrable (Z) in its closed region of defi- 
nition @ which is bounded by J analytical closed curves F, also let 3(z, y) satisfy the 
inequality |3(z, 4) <= MS-1-@ where S=1+ R,y, Riy = @+ y? and 0O<w<1. — 
Next, let , = VW + 9%, where V® is the integral over @ of V 3(2,y) dady V is 
the velocity at (x, y) derived from the stream-function (1/2 r) log [(x« — 2)? + (y — y)?] 
and V(% is the velocity derived from a harmonie function ® regular within G and such 
that the normal derivative of V, is zero on F. — The author now constructs functions 
x(a, b, t), y(a, b, t) reducing to a, b respectively when t= 0 and differing from them by 
quantities less than N S-® in absolute magnitude, he constructs also a vector function 
v(z, y,t) redueing to V, when = 0 and having components not exceeding NS? in 
absolute magnıtude and constructs finally a function p(x, y,t) reducing to a given 
continuous function p,(t) when 2 = z,, Y= Yo; (Ey, Yo) being a point of @. — If o is 
the density of the fluid at (x, y) and U (x, y, t) the potential of the external force per 
unit mass the functions v(z, y,t) and p(x, y,t) — 0 U(x, y,t) have continuous deri- 
vatives with respect to x and y in the case when 3 (x, y) satisfies the Hölder condition 

32: yı) -3& yo) | =D la — 22)? + (yı — yo)? A>0 
The hydrodynamical equations are then satisfied. There is, moreover, a uniqueness 
theorem regarding this solution for the time O0<t<T, where T is any preassigned 
positive constant. H. Bateman (Pasadena). 

Hölder, Ernst: Über die unbeschränkte Fortsetzbarkeit einer stetigen ebenen Be- 
wegung in einer unbegrenzten inkompressiblen Flüssigkeit. Math. Z. 37, 727—738 (1933). 

Let o,(a, b) be an initial vortieity satisfying a Hölder condition with constant O, 
and an exponent A, between 0 and 1 and giving a finite total vorticity represented by 
an unconditionally convergent double integral. Then by Lichtenstein’s chief theorem 
there is an interval of time from t, to tu + ö,, depending only on A, and C',, such that 
there is one and only _one motion z= aft,a,b), y=y(t,a,b), a=ufit,,a,b), 
b= y(t,,a,b) giving a velocity 


1 [ (2 ’ ’ ’ 
3. jew y;0) Verdy, o(z, y,t) = 09(0, b) 


where V is a velocity derived from the stream-function log [(« — «)? + (y— y')?]. 
The author’s aim is to establish this uniqueness theorem for an arbitrary time interval 
from t,tot,+ T, where T > 0 and so to prove that the fluid motion with the prescribed 
initial conditions can be continued analytically to any time t,-+ 7. He does this by 
proving that when 1W,<t,<t,+ d, 0(&, y,t) satisfies certain inequalities for 
in, <t<t,. He uses Lichtenstein’s theorem to establish the motion in an interval 
(ty; ti + 6) where 6 >0. By a finite number of steps the existence of the motion is 
then established for the whole interval t,,1,+ T. H. Bateman (Pasadena). 

@ Webster 7, Arthur Gordon: Partial differential: equations of mathematical phy- 
sies. Edit. by Samuel J. Slimpton. (B. 6. Teubners Samml. v. Lehrbüch. a. d. Geb. 
d. math. Wiss. m. Einsehluß ihrer Anwendungen. Bd. 42.) Berlin u. Leipzig: B. G. Teub- 
ner 1933. VII, 408. RM. 18: —. 
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Spezielle Funktionen: 

Bendersky, L.: Sur la fonetion gamma generalisee. Acta math. 61, 263—322 (1933). 

The “generalized gamma function” of index k, I’,(z) (k=1,2,...), is an inter- 
polation function for the generalized factorial, 1 u Eee DZ T',(n+ 1), and has 
the property ITy(e+1)= x" Ty(x). By induction the author obtains for I%(z) 
analogues of several properties enjoyed by I’ (x) (= T', (2)), including a definite integral 
expression for log ]' (x + 1), a series expansion for log/'(z+ 1) validfor—1<z=<1, 
the formulas of de Moivre-Stirling and of Raabe, the Gauss multiplication for- 


mula, and the Kinkelin formula for [ log I'(z) dx in terms of T',(z). Applications 
n = 


are made, particularly to certain definite integrals of logarithms of trigonometric 
functions. References to earlier papers by Barnes [Quart. J. Math. Oxford Ser. 
31, 264-314 (1900)], Hölder, Alexeiewsky, Glaisher, and especially by Kinkelin 
[J. reine angew. Math. 57, 122—138 (1860)], in which some of the same properties 
have already been found for J’,(x) and applications made to the same or similar inte- 
grals, are conspicuously absent. C. R. Adams (Providence). 

Silbermann, Johannes: Die Gausssehe Y-Funktion und ihre ersten Ableitungen. 
Dresden: Diss. 1933. 57 8. 

Nikol, Friedrich: Über die konforme Abbildung dureh gewisse Besselsehe Funktionen 
mit negativem Zeiger. München: Diss. 1933. 56 8. 

Pol, Balth. van der, and Th. J. Weijers: Tehebycheff polynomials and their relation 
to eireular funetions, Besselfunetions and Lissajous-figures. Physica 1, 78—96 (1933). 

Eine übersichtliche und nützliche Zusammenstellung der bekannten elementaren 
Eigenschaften der Tschebyscheffschen Polynome mit hübschen Zeichnungen und an- 
schaulichen Interpretationen. Szegö (Königsberg, Pr.). 

Szegö, Gäbor: Zur approximativen Berechnung der Legendresehen Funktionen. 
Mat. termeszett. Ertes. 49, 277—285 (1933) [Ungarisch]. 

Eine Näherungsformel von Hilb wird zu der folgenden asymptotischen Ent- 
wicklung erweitert: Es sei 


0<9 <= 2n(Y2- 1) =082...n. 


< J, 9 
P,„(cos®) = 2% a,(®) A 4 
v=0 


wobei die Koeffizienten a,(d) (v = 0,1,2,...) gewisse, leicht angebbare, für 0 <$<rz 
reguläre elementare Funktionen sind. Diese Entwicklung konvergiert gleichmäßig in 
jedem Intervalle O<9<d,— 8, 0 <e<d,. Setzt man ferner mit p>1 


DL 
J, 02 : 
P„(c0s9) D: > a,(9) ann a R, ’ 


Man hat 


v—=0 
so gilt gleichmäßig für O<9<d,— e 
Rats re ) 
Es ist z.B. Fee, PETER) 
a(9) = Vs » 
a,(0) = ® 9cos# — sind 


sind 8#sind 

® —15sin?9 + 69 sind cos# + 92 (9 — sin?d) - 
sind 1289? sin?d A 
Analoge Entwicklungen gelten für P,„(z) im komplexen Gebiet sowie für die Legendre- 
schen Funktionen zweiter Art. Es werden schließlich einige Anwendungen auf die 
Laplacesche Reihe angedeutet. Autoreferat. 


4,(d) = 
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Bailey, W. N.: Transformations of well-poised hypergeometrie series. Proc. London 
Math. Soe., II s. 36, 235240 (1933). 
Verallgemeinerung einiger von Whipple [Proc. London Math. Soc. (2) 25, 525 
bis 544 (1926)] angegebenen formalen Transformationen. v. Koppenfels (Hannover). 
Belardinelli, 6.: Sulle funzioni ipergeometriehe. Sonderdruck aus: Rend. Semin. 
mat. fis. Milano 7, 37 8. (1933). 
L’auteur passe en revue les principaux resultats de la th£orie des fonctions hyper- 
eometri en commengant par la fonction hypergeometrigue de Gauss, pour 
laquelle il preeise les trois conceptions fondamentales (arithmetique, differentielle et 
integrale), et passe en revue les questions connexes (probleme de Riemann, fonctions 
de Schwarz, polynomes de Jacobi et Legendre, etc.). Il traite ensuite des diffe- 
rentes gen£eralisations de la fonctions de Gauss, savoir celles de Pochhammer, 
Goursat, Appell, Kamp£ de FEriet, etc., en indiquant pour chacune d’elles ce 
que deviennent les trois conceptions fondamentales. — Dans un dernier chapitre 
Fauteur indique les liens de la theorie des fonctions hypergeometriques avec celle des 
tquations algebriques, et rösume quelques-uns de ses resultats personnels, dont nous 
 pouvons eiter celui, suivant lequel les coeffieients c„ du developpement de Taylor 
d’une branche de fonction algebrique se reduisent toujours & la somme d’un nombre 
fini de fonetions hypergeometriques de Poehhammer de l’indice n. — Le Memoire 
est tr&s riche en indications bibliographiques. Vlad. Bernstein (Milano). 


Variationsrechnung: 

© Kosehmieder, Lothar: Variationsreehnung. (Gösehen-Samml. H. 1074.) Berlin 
u. Leipzig: Walter de Gruyter 1933. 127 8. u. 21 Fig. RM. 1.62. 

Maniä, Basilio: Esistenza delPestremo assoluto in un elassieo problema di Mayer. 
Ann. Seuola norm. super. Pisa, II.s. 2, 343—354 (1933). 

The problem considered is the following: A body with given initial velocity v, 
traverses a reetifiable curve from a given initial point P, to a given end point P, under 
the influence of gravity and of a resistance R(v) = 0 which satisfies certain mild hypo- 
theses. A curve is sought for which the final velocity has greatest value. The existence 
of a solution is shown by establishing the existence of a convergent minimizing sequence 
‚of plane curves and showing that the final veloeity is an upper semi-continuous func- 
tional. For initial veloeity v,— 0 the solution consists of a horizontal segment PÄM 
and a vertical segment UM P,. Since this is not traversible under gravity if P,M has 
length > 0, it would seem preferable to state that the problem is unsolvable in this 
case. MeShane (Princeton). 

Bawe, €. H.: On natural families of eurves. Bull. Amer. Math. Soe. 39, 793—801 
(1333). 

A natural family of eurves, as defined by E. Kasner, is one composed of the # 
extremals of (1) ft; Y, 2) dge— minimum. Example: the &# straight lines of space, 
corresponding to f(z, y,2)—= 1. H at each point p of a closed space curve €, a normal 
straight ine | is drawn, the direetion of I varying regularly with p, then on the tubular 
zuled surface so formed, the recetilinear generators admit not only the elosed ortho- 
genal trajeetory € but also oo! other elosed orthogonal trajectories, each of which 
is derived from (€ by laying off a constant distance along each / from the corresponding 
point p. The same property extends to the extremals of (1), where, instead of constant 
distance, or f ds, we lay off on each extremal from its point of orthogonality to the 
elosed eurve € an are along which Ste y,z)ds has a fixed value J. The elosed curve 
obtained as locus of the end points of the extremal arcs is orthogonal to each extremal. 
This follows, by the elassie transversality theorems of the calculus of variations, from 
the faet for integrals of the form (1) transversality is the same as orthogonality. — 
- These remarks furnish the background for the principal theorem of the present paper, 

namely: In order that oc” (m < £) curves 7 in space shall from part of a natural family, 
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it is necessary and sufficient that on any tube composed of oo! curves y orthogonal 
to a fixed closed curve CO, the other orthogonal trajectories of the ool curves y shall 
also be closed. Douglas (Cambridge, Mass.). 

MeShane, E. J.: Integrals over surfaces in parametrie form. Ann. of Math., II. s. 
34, 815—838 (1933). 

The integrals studied in this paper have the form I= [ f I(z, y, 2, X, Y,Z) dudv, 
where z, y, z are functions of two parameters u, v, and X, Y,Z are the jacobians of 
%, y, 2 with respect to u, v. The function f(x, y,2, X, Y, Z) is supposed to satisfy the 
conditions usually required in Calculus of Variations in the study of the parametric 
problem. Denote by S the surface determined by the equations 2 = x (u, v), y= y(u, v), 
2= (u, v). In the special case when {= (X? + -Y?+ Z2)V2, the integral I is equal 
to the Lebesgue area of the surface 8, provided S belongs to some properly restrieted 
class of surfaces. In this special case the integral is independent of the choice of the 
parametric representation of the surface S, and it is a lower semi-continuous functional 
of $S. The purpose of the present paper is to establish corresponding theorems for 
integrands of the form f(x, y,2, X, Y, Z), in a class of surfaces much more general 
than the class of rectifiable surfaces investigated by the author in a previous paper 
[On the semi-continuity of double integrals of the Calculus of Variations, see this 
Zbl. 4, 354 (1932)]. The degree of generality may be illustrated by the remark 
that the present treatment covers, in particular, the class of the so-called saddle-sur- 
faces which play an important role in the problem of Plateau. — The method is based 
upon an interesting combination of approximations by polyhedrons and integral means 
with the modern theory of functions of real variables.. Tibor Radö (Columbus, Ohio). 

Morrey jr., Charles B.: A elass of representations of manifolds. I. Amer. J. Math. 
59, 683—707 (1933). 

The author discusses the Lebesgue area L(S$) and the Geöcze area @($) of 
surfaces S, not only obtaining new results but also giving improved proofs of a number 
of known theorems. An important part is played by the following lemma. Let f(x, y) 
be defined and belong to the class Z,(p=1) on the square O<r<1,0<y=1. 
Let f„,x (£, 7) be the integral mean of f over the rectangle e<r <E+h,n<y<n+tk. 
Then |}, |? has an integral which does not exceed that of | f |P, and f,,, tends to f in 
mean of order p. This applies readily to the derivatives of functions which are A. C. T. 
(i. e., absolutely continuous in the sense of Tonelli), and affords criteria that funetions 
f(x, y) be A.C.T. After studying general properties of the areas L(S) and @($), and 
in particular proving @($) < L($), the author gives a compact derivation of the neces- 
sary and sufficient conditions that a surface S in the form z = f(x, y) should: (1) have 
finite area L(8); (2) have finite area L($) given by the classical double integral. — 
Proceeding to surfaces # = x(u,v),i=]1,..., N, the author defines a class of sur- 
faces (“class L”); roughly stated, these are the surfaces such that each a’(u, v) is 
A.C.T. and the jacobians of the integral means x}, tend in the mean to the jacobians 
of the x°. For these surfaces it is shown that L(S$) = @($) and that both are given 
by the classical double integral. — The author states that all theorems of this paper 
are extensible to n-dimensional manifolds and states the needed extensions of defi- 
nitions. E. J. McShane (Princeton, U.8.A.). 


Funktionentheorie: 


Aseoli, Guido: Sopra una forma del teorema del valor medio per le funzioni ana- 
litiche. Boll. Un. Mat. Ital. 12, 281—283 (1933). 

Für analytische ie gilt, wie Weierstraß bemerkt hat, das olbaniae 
Analogon des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung: Ist f(z) regulär auf der Ver- 
bindungsstrecke zweier Punkte a und b der komplexen Ebene, so ist f(b) — f(a) 
— (b— a)Z, wo Z der konvexen Hülle der Wertmenge angehört, die f'(z) auf der 
Strecke a,b annimmt. Der Verf. zeigt nun, daß jeder Punkt der konvexen Hülle 
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einer zusammenhängenden ebenen Punktmenge auf wenigstens einer Strecke liegt, 
deren Endpunkte zur Menge gehören. [Dies ist übrigens bekannt; vgl. z. B. die Lite- 
raturangaben in Bonnesen und Fenchel, Theorie der konvexen Körper (Erg. Math. 
3, H. 1, Berlin 1934), S. 9. Der Verf. fügt noch die Bemerkung hinzu, daß es genügt, 
von der Menge vorauszusetzen, daß sie aus höchstens zwei zusammenhängenden 
Stücken besteht.] Damit läßt sich der obige Mittelwertsatz so aussprechen: Ist f(z) 
auf der Strecke a, b regulär, so gibt es zwei dieser Strecke angehörige Punkte z, und 2, 
sowie zwei nichtnegative Zahlen A, und A, mit A, + A,=1 derart, daß 


76) — Fa) = (db — a)l[A,F(zı) + Ayf (@o)] 
ist, Hierfür wird auch ein einfacher direkter Beweis angegeben. W. Fenchel. 


Aumann, Georg: Über den Differential- und Differenzenquotient von regulären 
analytischen Funktionen, insbesondere von Polynomen. Math. Z. 38, 70—95 (1933). 

Es seien ein einfach zusammenhängendes Gebiet @ der komplexen z-Ebene und 
zwei verschiedene Punkte a und b aus @ gegeben. C sei ein einfacher, in @ verlaufender, 
a und b verbindender Kurvenbogen und f(z) eine in @ reguläre Funktion mit (a) = a, 
7(b) = b. Die Arbeit befaßt sich mit Abschätzungen nach unten des Maximums von 
| (2) | auf C und ähnlicher Bildungen. f(z) soll einer im voraus gegebenen Klasse F 
von in @ regulären Funktionen angehören, die mit f auch stets c/+ d enthält, wo 
c +0 und d beliebige komplexe Konstante sind. Es handelt sich demnach um die 
Bestimmung der unteren Grenze Ag(a, b, F) des genannten Max | f’(z) |, wenn C alle 
in @ verlaufenden, a und 5b verbindenden Bögen und f(z) die Funktionen der Klasse F 
mit f(a)= a, f(b) = b durchläuft. Ferner wird auch die untere Grenze A&(F) von 
Ac(a, b, F) bei in @ variablen a und 5b betrachtet. Ist f(z) = z in F enthalten, so läßt 
sich, wie der Verf. beweist, A* auch auf folgende Weise erhalten: Es sei X ein Teil- 
kontinuum von @. Dann ist A* auch gleich der unteren Grenze für alle X aus @ und f 

Max | (2) | 

Ob. Grenze fe) — Fa) 


1 
gelingt in einer Reihe So Spezialfällen, die Größen A, A* und weitere dieser Art zu 
bestimmen. Besonders eingehend wird der Fall behandelt, wo @ die ganze endliche 
Ebene ist und F aus den Polynomen höchstens n-ten Grades besteht. Für n <3 wird 
die zugehörige Größe A bestimmt und für n> 4 eine positive untere Schranke dafür 
gewonnen. W. Fenchel (Kopenhagen). 


Wolff, Julius: Sur la fonetion harmonique conjuguee d’une fonction harmonique 
bornee. C. R. Acad. Sci., Paris 197, 1180—1182 (1933). 
En utilisant la representation 


‚ Wo 2, 2], 2, das Kontinuum K durchlaufen. Es 


aus F von 


oo 


En 
en 2» t— t : 
v(2) = const. + is FG 2 pri | u(vt) dt 


l’auteur demontre le theoreme suivant: Si w(z) = u(z) + iv(z) est holomorphe dans 
le demi-plan = Rz >0 et si |u(z) | est borne pour x > 0, la condition necessaire 
et suffisante pour que v(z2)— v(|z |) soit borne dans chaque demi-plan D(x),e>x>0, 
est que Iv} 
[Lei iz) ie (1) 


T 


1 


soit born& pour | y | > 1. — L’auteur signale qu’une legere modification dans la de- 
monstration prouve que la condition necessaire et suffisante pour que v(z) — v(| 2 |) 
tende vers Olorsque |2| — oo dans chaque D(x) est que,(1) tende vers O lorsque | y| — &. 
Comme consequence de ces propositions, il donne des conditions necessaires et suffisantes 
pour que v(z) soit borne ou bien tende vers une limite finie dans chaque D(«). 

@. Valiron (Paris). 
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Kierst, St., et E. Szpilrajn: Sur certaines singularitös des fonetions analytiques 
uniformes. Fundam. Math. 21, 276—294 (1933). 

Pölya a montre que si l’on considere les fonctions holomorphes dans le cercle 
unite U comme appartenant & un espace fonctionnel convenable, la classe de ces fonc- 
tions qui sont prolongeables constitue un ensemble non dense dans cet espace. Mazur- 
kiewicz a traite la question en considerant les f. hol. dans U comme constituant 
un espace (Z) de Frechet, soit 7, qui est metrisable d’une fagon complete; il a etabli 
que l’ensemble des fonctions non prolongeables est residuel dans H. Se plagant & ce 
point de vue, les auteurs donnent des r&sultats plus generaux et plus precis concernant 
trois classes de fonctions: la classe @ des fonctions entieres, la classe H cı-dessus et 
la classe M des fonctions meromorphes dans tout le plan. Suivant une idee de Bloch 
mise en a@uvre tout d’abord par Pölya, aux theor&mes concernant les singularites 
des fonctions de la classe H doivent correspondre dans les classes @ et M des pro- 
positions liees aux theoremes de Weierstrass et de Picard. Voici quelques uns des 
resultats obtenus. P designe la classe des sous-ensembles de U qui sont connexes, 
s’approchent indefiniment de la frontiere de U et sont disjoint d’un segment joignant 
un point de U & un point de sa frontiere; R est la classe des domaines definis par les 
conditions d<argz<d',r=|z|<1. Alors: I. La classe des fonctions appart. 
& H qui transforment tout ensemble de P en un ensemble dense dans le plan est un 
residuel de ZH. II. La classe des f. appart.  H qui prennent toute valeur complexe 
finie dans tout ensemble de R est un residuel de H. — Designons par P’ la classe des 
ensembles plans qui sont connexes, non bornes et disjoints d’une demi-droite arbitraire. 
La classe des f. de @ qui transforment tout ensemble de P’ en un ensemble dense dans 
le plan est residuel dans @. Designons par R’ la classe des ensembles plans tels que, 
pour chacun d’eux R” il existe un sous-ensemble $ connexe non born& pour lequel 
la distance de 8 au complementaire de R’’ est positive. Les f. de @ qui prennent toute 
valeur finie dans tout ensemble de R’ constituent un residuel dans @. D’autres prop. 
donnent comme cas particulier des proprietes de l’ensemble des f. entieres dont toute 
direction est direction de Julia. Pour les f. de M les auteurs montrent que la classe 
des f. qui transf. tout ensemble connexe non born& en un ensemble dense dans le plan 
constitue un residuel dans M; il en est de m&me de la classe des f. qui prennent toute 
valeur sauf une valeur fixe dans tout ensemble de R’. @. Valiron. (Paris). 

Kantorovitch, L.: Sur la representation conforme. Rec. math. Moscou 40, 294 
bis 324 u. franz. Zusammenfassung 324—325 (1933) [Russisch]. 

Die in dem dies. Zbl. 6, 354 referierten Auszug dieser Arbeit genannten Ver- 
fahren zur Ermittlung der konformen Abbildung werden hier ausführlich und 
mit Beweisen dargelegt, wie auch auf einige Spezialfälle angewendet. 

Karamata (Beograd). 

Dvofäk, Oldfich: Sur les fonetions univalentes. Cas. mat. fys. 63, 9—16 u. franz. 
Zusammenfassung ‚16 (1933) [Tschechisch]. 


Der Verf. beweist: Ist 2 +2 ++... (ı) 
ım Kreise |z | < 1 schlicht und außerdem dort der Realteil von 


VO=1ı+ 224... (2) 


größer als $, so ist die Bieberbachsche Vermutung |, |<n(n= 2,3...) erfüllt. 


Er beweist ferner, daß für jede schlichte Funktion (1) die Zusatzbedingung R V n 5 2 
im Kreise |2 |< r erfüllt ist, wo r die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der Gleichung 


s E - — 2 bedeutet. — Entsprechende Sätze werden für ungerade schlichte Funk- 


tionen bewiesen. An Stelle von V n tritt dann die Funktion .e , 
K. Löwner (Prag). 


rlog 
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Milloux, Henri: Sur les domaines de determination infinie des fonetions entidres. 
Acta. math. 61, 105—134 (1933). 

Es werden die Gebiete untersucht, in denen eine ganze Funktion gegen oo strebt; 
dazu dient eine Ungleichung (vgl. dies Zbl. 3, 406), die eine Abschätzung des 
Ahlforsschen Verzerrungsintegrals enthält und durch Verbindung der Methode Carle- 
mans (Prinzip der harmonischen Majorante, Ark. Mat. Astron. Fys. 15, 1921) mit 
dem Randverzerrungssatze von Ahlfors bewiesen wird. Diese Ungleichung gestattet 
es, eine Reihe bekannter Sätze über die genannten Gebiete schärfer und rascher zu 
gewinnen als bisher, liefert aber auch über sie hinaus interessante Aufschlüsse ins- 
besondere im Fall unendlich hoher Wachstumsordnung. Hier ist es dem 
Verf. gelungen, den Denjoy-Ahlforsschen Satz über die Beziehung zwischen der 
Anzahl der verschiedenen asymptotischen Werte und der Wachstumsordnung zu ver- 
allgemeinern; dies geschieht durch die Ungleichung (Theor&me VIII): 

Pr +om], 
in der n(r) die Anzahl der von |2|=r<R geschnittenen Gebiete bezeichnet, in 
denen f(z) gegen oo strebt; der Ausdruck rechts führt für R— »o auf die Wachstums- 
‚ordnung, so daß die Ungleichung im Fall endlicher Wachstumsordnung jenen Satz 
liefert, im Fall unendlicher Wachstumsordnung ihn verallgemeinert. — Auch für die 
Ausdehnung solcher Gebiete können interessante Aussagen gemacht werden, die sich 
mit früheren Ergebnissen des Verf. (dies. Zbl. 6, 410) berühren, welche mit ganz andren 
Methoden gewonnen sind. — Schließlich sei noch ein Satz über die analytische Land- 
schaft ganzer Funktionen einer Ordnung kleiner als 1/2 hervorgehoben: Schneidet 
man die Betragfläche mit einer horizontalen Ebene, so reicht sie bekanntlich nur mit 
Gruben unter dieses Niveau herab, deren Berandung im Endlichen geschlossen ist, 
nicht aber mit Tälern, die sich ins Unendliche erstrecken; über die Gestalt solcher 
Gruben kann nun gesagt werden: Bezeichnen r und R kleinsten und größten Ursprungs- 
abstand ihres Randes, so gilt M logR 
im 


> oo logr n 
d.h. die logarithmische Breite ist um so kleiner im Verhältnis zum Ursprungsabstand, 
je weiter „draußen“ eine solche Grube liegt. Ullrich (Marburg, Lahn). 


Herz, Josef: Über meromerphe transzendente Funktionen auf. Riemannschen Flä- 
‚chen. München: Diss. 1933. 41 8. 
Rademacher, Hans: Über eine Reziprozitätsformel aus der Theorie der Modulfunk- 
tionen. Mat. fiz. Lap. 40, 24—31 u. dtsch. Zusammenfassung 32—34 (1933) [Ungarisch]. 
Die Dedekindsche Reziprozitätsformel 
1 ®+k2+1 


hhtslchh=—- ZH an 


k 
Sm 
k\k k 2 
vl 
und Ah, k teilerfremde positive ganze Zahlen sind, ist vom Verf. neuerdings elementar 
hergeleitet worden [J. f. Math. 167, 312—336 (vgl. dies. Zbl. 3, 215)]. Hier wird dafür ein 
‚analytischer Beweis gegeben. Er beruht auf der bekannten Sinusentwicklung von 


© — [x] — #, welche für den Klammerausdruck in s(h, k) eingesetzt, nach geeigneten 
Umformungen die Darstellung ET 


wobei 


s(h,k) = er iz ctg = &) 


Er 1 

liefert. Die Residuenrechnung führt sodann leicht zum Ziele. — Dieser Beweis bildete 
‚den Gegenstand eines Vortrages, den Verf. an der Universität Budapest anläßlich eines 
Besuches von Breslauer Dozenten im Jahre 1929 gehalten hat. Szegö (Königsberg i. Pr.). 
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Redei, Läszlö: Bemerkung zur vorstehenden Arbeit des Herrn H. Rademacher. 
Mat. fiz. Lap. 40, 35—37 u. dtsch. Zusammenfassung 38—39 (1933) [Ungarisch]. 
Es seien k,n positiv ganz, 0 eine primitive k-te Einheitswurzel. Dann gilt 


N La >, Dr 
k 2 5; k 1-0! 


Verf. gibt für diese Gleichung, die nach seiner Br in einer leicht abgeänderten 
Form bei Eisenstein [J. f, Math. 27, 281 (1844)] vorkommt, einen äußerst einfachen 
Beweis. Sodann zeigt er, wie man hieraus zu der Formel (*) des vorigen Referates ge- 
langen kann, womit aus dem Rademacherschen Beweis die Fourierschen Reihen 
beseitigt werden. Szegö (Königsberg i. Pr.). 

Shimizu, Tatsujirö: On the existence_of meromorphie funetions which are auto- 
morphie with respeet to some funetion-groups. Proc. Phys.-Math. Soc. Jap., II. s. 15, 
433—448 (1933). 

Die Funktionen ®;(z) mögen eine in der ganzen Ebene diskontinuierliche Gruppe 
bilden. Im Endlichen sollen sämtliche Funktionen höchstens algebraische Singulari- 
täten besitzen, welche sich über die Punkte einer im Endlichen isolierten Punktfolge 
so verteilen, daß in jedem Punkt nur endlich viele Funktionen oder Funktionenzweige 
verzweigt sind. Wenn dann noch eine weitere Regularitätsbedingung erfüllt ist, so 
gelingt es dem Verf., in der ganzen Ebene meromorphe Funktionen herzustellen, welche 
in bezug auf die betrachtete Gruppe automorph sind, d. h. der Bedingung /(z) = /(®;(2)) 
genügen. Man erhält eine solche Funktion als Quotient von zwei O-Reihen der Form 


er res Dee 


wo R(z) eine rationale Funktion RR — Zusatz: Dieselben Resultate sind schon 
in der Dissertation von F. Marty (dies. Zbl. 4, 118) bewiesen. Ahlfors (Helsingfors). 

Flamant, Paul: Convergence et compacit& dans les elasses de fonetions quasi-analy- 
tiques (D). ©. R. Acad. Sci., Paris 197, 1282—1284 (1933). 

Oza,, etant une classe quasi-analytigue (D) de fonctions Ip®ke | <a): 
Vauteur dit que (x) appartient au type s si (1) |p(x) | /A,s <M R ZN" 
La borne superieure des quantites (1) est la norme de @(x). L’auteur etablit plnsieurs 
theoremes concernant la convergence definie par cet etalonnage. Ce mode de con- 
vergence a des proprietes analogues & celles de la convergence uniforme. L’auteur 
introduit la notion de la compacite du type s. Il donne aussi quelques theor&mes 
concernant cette compacite. Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

Bureau, Florent: Sur les systemes de deux fonetions uniformes de deux variables 
complexes. C. R. Acad. Seci., Paris 197, 1574—1576 (1933). 

Verf. beweist folgenden Satz: 

Iw)= ut ıhwWwtW2!-+... 

gw)=b+buwtbr-+... 
seien 2 Funktionen der komplexen Veränderlichen w und 2, die analytisch sind im Di- 
zylinder |w|<d,, |z2|<d,. Ferner sei A=a,b, — a,b,+0. Liegen dann keine Mannig- 
faltigkeiten = 0, f=1,9=0,9= 1, f= gimDizylinder, so ist d, d, < 9 (q,, do; A)- 
Dies ist ein Gegenstück zu einem bekannten Satz von Landau (siehe Darstellung und 
Begründung einiger neuer Ergebnisse der Funktionentheorie, 2. Aufl., $. 102) aus der 
klassischen Funktionentheorie. Behnke (Münster i. W.). 

Aronszajn, N.: Sur les invariants des transformations dans le domaine de n variables 
eomplexes. C. R. Acad. Sci., Paris 197, 1579—1581 (1933). 

Im Anschluß an die Untersuchungen von Stefan Bergmann wird zu einem be- 
liebigen Punkte aim Bereiche D der 2,,2,, ... . 2„ einein Dreguläre Funktion u (2, - -%n) 
konstruiert, die in a für ein gegebenes System ‚S von Ableitungen vorgeschriebene Werte 
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annimmt. Zu % (21,29, . . - 2„) wird sodann eine in D reguläre Funktion f(2,, 2, . - . %,) 

aufgestellt, so daß die S entsprechenden Ableitungen von f(2],2,...2,) in a ver- 

schwinden und f(2,,25, - - -%,) zu u (21, 29, . . . 2) orthogonal ist. — Schließlich wird 

eine Verallgemeinerung der Taylorschen Entwicklung behandelt. Behnke. 
Geometrie. 


Thebault, V.: Triangle bord& de carres. Ann. Soc. Sci. Bruxelles A 53, 91—102 (1933). 
Thebault, V.: Sur les points de Feuerbach. Gaz. mat. 39, 41—43 (1933). 
Thöbault, V.: Sur le tetraedre trireetangle. Gaz. mat. 39, 86—90 (1933). 


Crijns, L.: Über einen Satz von Faure. Nieuw Arch. Wiskde 18, 93—95 (1933) 
[Holländisch]. 

Beweise und Zusätze zu dem Satz: Das Polardreieck zum Dreieck der Seitenmitten 
eines gegebenen Dreiecks A in bezug auf einen beliebigen in A einbeschriebenen Kegel- 

schnitt hat einen konstanten Flächeninhalt (nämlich denselben wie A). 

van der Waerden (Leipzig). 

Klug, Lipöt: Neue Eigenschaften der Involution. Mat. termeszett. Eirtes. 49, 
16—30 u. dtsch. Zusammenfassung 31 (1933) [Ungarisch]. 


Obläth, Richard: Sur la th&orie des eonstruetions eubiques. ©. R. Acad. Sci., Paris 
197, 13831384 (1933). 

Es wird gezeigt, daß sich jede kubische Konstruktion in der Ebene mit Hilfe eines 
beweglichen rechten Winkels (Rechtwinkelhaken) ausführen läßt. Ist Q, der Scheitel, 
Q, ein fester Punkt auf einem Schenkel des Rechtwinkelhakens und Q@ der Halbierungs- 
punkt der Strecke Q, Q,, dann ist der Rechtwinkelhaken so zu bewegen, daß Q, eine 
feste Gerade durchläuft, und daß der andere Schenkel des rechten Winkels durch einen 
festen Punkt geht. Alsdann beschreibt @ eine Zissoide. So ist es möglich, die Schnitt- 
punkte der Zissoide mit einer beliebigen Geraden, und damit die Wurzeln einer belie- 
bigen kubischen Gleichung zu konstruieren. — Vgl. dazu die dem Verf. anscheinend 
entgangene Arbeit von Bieberbach (dies. Zbl. 3, 216), wo das entsprechende Ergebnis 
für eine etwas andere Verwendung des Rechtwinkelhakens bewiesen ist. Fenchel. 

Marehaud, Andre: Sur les cehamps de demi-droites et les @quations differentielles 
du premier ordre. C. R. Acad. Sci., Paris 197, 1176—1178 (1933). 

En considerant un champ de demi-droites A (m) dans l’espace euchdien an + 1 
dimensions (ou dans un ensemble R dense en lui-m&me de cet espace), l’auteur in- 
troduit les notions suivantes. Si l’on me&ne d’un point fixe q les paralleles a toutes les 
A(m) correspondant aux points d’un domaine D de R et que ces demi-droites appar- 
tiennent & un demi-cöne-de revolution (non plat), le champ est born& en direction 
dans D; le plus petit cöne convexe satisfaisant ces conditions est appel& la borne 
convexe B(D,g) du champ dans D; par le passage & la limite on definit la borne 
convexe en un point m,, B (m,); lorsque B (m,) se reduit & A(m,), le champs est 
eontinu en my. Si l’on ne considere que les voisinages de m, compris dans une suite 
de demi-cönes contenant B(m,) et tendant vers B(m,), le passage & la limite r&pete 
conduit & un demi-cöne B,(m,) — residu convexe en m,; si Bu(m,) = A(m,) , le 
champ est dit regulier en m,. Enonc& des applications de ces notions & l’existence 
des demi-tangentes d’un are simple et aux &quations differentielles. Stepanoff. 

@ Bonnesen, T., und W. Fenchel: Theorie der konvexen Körper. (Erg. Math. u. 
ihrer Grenzgeb. Hrsg. v. d. Schriftleitung d. Zbl. Math. Bd. 3, H.1.) Berlin: Julius 
Springer 1934. VII, 164 S. u. 8 Fig. RM. 18.80, 

Die Betrachtung konvexer Gebilde geht bis ins Altertum zurück. Seit vor 
etwa 100 Jahren J. Steiner die Linearkombination konvexer Körper eingeführt 
und seit in den 80er Jahren H. Brunn deren Haupteigenschaft erkannt hat, ist hieraus 
einer der schönsten Zweige der Geometrie entstanden. Lehrbücher über diesen Gegen- 
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stand sind 1916 von W. Blaschke und 1929 von T. Bonnesen veröffentlicht worden, 
während hier die erste enzyklopädische Darstellung mit einer sehr voll- 
ständigen Übersicht über die (in neuerer Zeit sehr angeschwollene) 
Literatur vorliegt. Dabei wird vor allem die Untersuchungsrichtung Brunn-Min- 
kowski gebracht, und zwar mit kurzen Beweisen, während rein differentialgeometrische 
Fragen nur gestreift werden. Gekürzte Überschriften der einzelnen Abschnitte: Grund- 
begriffe, Schwerpunkte, konvexe Hülle, Randpunkte, Stützebenen, konvexe Funk- 
tionen, Linearkombination, Approximation konvexer Körper, zugeordnete Zahlen 
und Figuren, gemischte Volumina, Symmetrisierung, Ungleichungen, Brunn-Min- 
kowskis Satz, Spezialfälle und Anwendungen, Krümmungsfunktion, konvexe Körper 
mit Mittelpunkt, Körper konstanter Breite, kennzeichnende Eigenschaften von Kegel- 
schnitten und Quadriken, Differentialgeometrie. — Es ist zu hoffen, daß diese über- 
sichtliche Zusammenfassung zu einer raschen Ausfüllung der Lücken in der Brunn- 
Minkowskischen Theorie und zu weiterer Vereinfachung der Beweise führen wird, 
wozu insbesondere Bonnesen bereits wertvolle Beiträge geliefert hat. 
W. Blaschke (Hamburg). 

Bunt, L. N. H.: Beiträge zur Theorie der konvexen Punktmengen. Groningen: 
Diss. 1934. 108 S. [Holländisch.] 

Ein Punkt P des n-dimensionalen Raumes wird als Zentrum von k(<n +1) 
Punkten P,,..., Pr bezeichnet, wenn er demdurch P, ,..., Pı bestimmten k — 1-dimen- 
sionalen Simplex angehört. Nach einem bekannten Satz ist jeder Punkt der kon- 
vexen Hülle einer Menge M im n-dimensionalen Raume Zentrum von höchstens 
n +1 zu M gehörigen Punkten. Kapitel I der Arbeit befaßt sich mit der Aufstellung 
von Bedingungen dafür, daß ein gegebener oder alle Punkte der konvexen Hülle einer 
Menge M schon Zentren von n oder noch weniger Punkten aus M sind. Das prägnan- 
teste, jedoch nicht das schärfste derartige Ergebnis der Arbeit lautet so: Besteht eine 
Menge M des n-dimensionalen Raumes aus höchstens n zusammenhängenden Stücken, 
so ist jeder Punkt der konvexen Hülle, der nicht Häufungspunkt von M ist, Zentrum 
von n zu M gehörigen Punkten. (Hierbei heißt eine Menge zusammenhängend, wenn 
es zu je zwei ihrer Punkte P und Q und zu beliebigem & > O0 eine P und Q verbindende 
„Kette“ von endlich vielen Punkten der Menge gibt, so daß zwei aufeinanderfolgende 
Punkte der Kette einen Abstand < e besitzen.) Dieser Satz ist eine weitgehende Ver- 
schärfung eines vom Ref. und Stoelinga (vgl. dies. Zbl. 5, 256) herrührenden Satzes. 
— Von derartigen Sätzen werden im Anschluß an Stoelinga (l. c.) Anwendungen auf 
gewisse Verallgemeinerungen des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung ge- 
macht (Kapitel II). — Kapitel III beschäftigt sich mit den Beziehungen zwischen 
dem Durchschnitt eines linearen Unterraums Z mit der konvexen Hülle einer Menge M 
einerseits und der konvexen Hülle des Durchschnitts von Z und M andererseits. — 
Kapitel IV befaßt sich mit naheliegenden Sätzen der folgenden Art: M sei eine ab- 
geschlossene, nicht konvexe Menge und X ein konvexer Körper mit inneren Punkten. 
Dann gibt es einen zu K homothetischen Körper, dessen Inneres keinen und dessen 
Rand wenigstens zwei Punkte von M enthält. — In Kapitel V werden zwei Sätze von 
Minkowski (Geometrie der Zahlen, Leipzig 1910. Kap. 1, $ 19) über Systeme linearer 
homogener Ungleichungen durch recht einfache geometrische Überlegungen bewiesen. 

W. Fenchel (Kopenhagen). 

Sehreier, J.: Über Schnitte konvexer Flächen. Bull. int. Acad. Polon. Sei. A Nr 4/8, 
155—157 (1933). 

Es wird folgender Satz bewiesen: Ein beschränktes Gebiet im Raume, das von 
jeder schneidenden Ebene in einem einfach zusammenhängenden Gebiet geschnitten. 
wird, ist konvex. W. Fenchel (Kopenhagen). 

Todd, J. A.: Conies in space, and their representation by points in space of nineteen 
dimensions. Proc. London Math. Soc., II. s. 36, 172—206 (1933). 

Die Bildmannigfaltigkeit M& im R,s aller Kegelschnitte im Raume AR, wird 


2 
| 
| 
| 
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zunächst auf synthetischem Wege durch Verallgemeinerung der Abbildung der Kegel- 


schnitte einer Ebene auf die Punkte eines R, gewonnen und es werden die Bildmannig- 


" faltigkeiten der. Kegelschnitte angegeben, die eine feste Gerade enthalten, durch 


‚ 2 Punkte laufen, auf einer F? liegen, usw. Umgekehrt wird das System der Kegelschnitte, 


das dem Schnitt der M$ mit einem R,, entspricht — ein System derart, daß in. jeder 
Ebene des R, ein Kegelschnitt des Systems liegt —, näher untersucht. — Zur analy- 
tischen Behandlung der Abbildung wird der Kegelschnitt im Raum als Ort von 
Geraden aufgefaßt (Cayley). Zwischen den Koordinaten des so gewonnenen speziellen 
quadratischen Linienkomplexes kann man wegen des Bestehens der Plückerschen 
Identität eine lineare Beziehung annehmen. Sie lassen sich daher als homogene Punkt- 
koordinaten in einem R,, deuten. Dabei werden die Kegelschnitte auf die obengenannte 
M?# abgebildet. Die gleichen Kegelschnittkoordinaten kann man auch nach Spottis- 
woode, indem man den Kegelschnitt als Schnitt einer Ebene mit einer F? auffaßt, 
als Kombinationen der Koordinaten dieser Ebene und dieser F? gewinnen. Identitäten 
zwischen den Koordinaten. — Der lineare Kegelschnittkomplex besteht aus 


‚allen Kegelschnitten, deren Koordinaten einer linearen Gleichung genügen. Die Kegel- 


schnitte einer Fläche 2. Ordnung, die ihm angehören, liegen auf Ebenen, die eine Fläche 
2. Klasse umhüllen. So wird jeder Fläche 2. Ordnung durch den Komplex eine Fläche 
2. Klasse zugeordnet. Die Zuordnung ist (in den Koordinaten der Fläche) linear, die 
Transformationskoeffizienten können leicht aus den Koordinaten des linearen Kom- 


‚ plexes abgeleitet werden. Der lineare Kegelschnittkomplex steht auch in Beziehung zu 


einem (allgemeinen) quadratischen Linienkomplex, dem Ort der in Doppelgeraden aus- 
gearteten Kegelschnitte des Komplexes. — Dann wird der Zusammenhang der 
Abbildung mit der anderen behandelt, bei der die Kegelschnitte als Flächen 
2. Klasse vom Range r < 4 auf die Punkte einer M$ eines R, abgebildet werden. Dabei 
ergibt sich noch eine Abbildung der M$? auf den R,. — Kegelschnittkomplexe höherer 
Ordnung und ihre Bildmannigfaltigkeiten auf M%. Zusammenhang mit dem Schubert- 
schen symbolischen Kalkül. Verallgemeinerung der Abbildung: Eine M?' des R, wird 
als Ort von R,_;_, betrachtet. Man erhält einen R,_;_ı-Komplex, dessen Koordinaten 
als M7?-Koordinaten gewählt werden. E. A. Weiss (Bonn). 

Weiss, E. A.: Zykliden als Bilder von Flächen 2. Ordnung in der Geraden-Kugel- 
transformation. Mathematica, Cluj 8, 98—102 (1933). 

Angabe aller Arten von Zykliden, die durch die Liesche Geraden-Kugeltransfor- 
mation aus einer Fläche 2. Ordnung vom Range 4 oder 3 hervorgehen können, 

Autoreferat. 


Algebraische Geometrie: 

Schaake, 6.: Über die Kongruenz von Reye. Nieuw Arch. Wiskde 18, 67—75 
(1933) [Holländisch]. 

Die Reyesche Kongruenz enthält diejenigen Raumkurven 3. Ordnung, welche 
durch 5 Punkte P,, P,,..., P, gehen. Bekanntlich bilden die Schnittpunkte dieser 
Kurven mit einer Ebene & die Poldreiecke eines Kegelschnitts k?. Verf. gibt folgende 
Erweiterungen dieses Satzes: Diejenigen Punkttripel der Ebene &, welche mit P,, P,, 
..., P, ein System von 8 assoziierten Punkten bilden, sind die Eckpunkte der Pol- 
dreiecke von k2, — Die Schnittpunkte der biquadratischen Kurven erster Art durch 
Pı, Pa,..., P,, mit der Ebene &, bilden die Eckpunkte der Polvierecke von k?. — 
Beim Beweise wird das System der Flächen 2. Ordnung ®? betrachtet, die durch P; 
gehen; dieses System schneidet aus & Kegelschnitte, welche mit k? harmonisch liegen. — 
Die 00% Kegelschnitte k? des Raumes werden weiter untersucht. Sie können aufgefaßt 
werden als die Kegelschnitte des linearen Systems der Flächen 2. Klasse, welche mit 
sämtlichen 2 harmonisch liegen. Sie bilden einen bilinearen Komplex mit 10 Haupt- 
ebenen (P;P;P,), 10 Büschel singulärer Ebenen (P;P;) und ein System {1, 2,6} 
von singulären Linienelementen. — Die k2, welche eine Gerade Z zweimal schneiden, 
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erzeugen eine Fläche 3. Ordnung allgemeiner Art, worauf der Verf. seine Resultate 
anwenden kann. O. Bottema (Sappemeer, Holland). 

@ Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluß ihrer Anwen- 
dungen. Hrsg. im Auftr. d. Akademien... Bd. 3, TI. 2, H. 12, II, C 11. Berzolari, 
Luigi: Algebraische Transformationen und Korrespondenzen. Leipzig: B. G. Teubner 
1933. 8. 1781—2218. RM. 14.—. 

Villa, Mario: Intorno ai fili rettilinei. Boll. Un. Mat. Ital. 12, 317—8320 (1933). 

Les courbes de Darboux, qui gen£ralisent les courbes de Cassini, sont ici con- 
siderees au point de vue de la geometrie hyperalgebrique, en s’appuyant sur les 
travaux de C. Segre sur ce sujet [v. notamment Math. Ann. 40, 437 (1892)] et sur un 
Memoire de l’a. de publication prochaine. Beniamino Segre (Bologna). 

Pitrowsky, I.: Sur la topologie des courbes planes r&elles et algebriques. ©. R. Acad. 
Sci., Paris 197, 1270-1272 (1933). 

Bericht (ohne Beweise) über verschiedene Sätze, die die Anzahl der Ovale einer 
reellen ebenen algebraischen Kurve der Ordnung n betreffen. Jene Ovale werden in 
positive, negative und Nullovale klassifiziert und es werden insbesondere obere Grenzen 
bestimmt für den absoluten Wert der Differenz zwischen der Anzahl der positiven und 
der negativen Ovale. E.@. Toglatti (Genova). 

Grosheide, 6. H. A.: Kollineation und Normkurve. Nieuw Arch. Wiskde 18, 
3—13 (1933) [Holländisch]. 

Bekanntlich gibt es 0% Kollineationen, welche eine rationale Normkurve 0, in R, 
in eine zweite eben solche überführen. Meistens geht man dabei von der Kurve aus 
und wählt das Koordinatensystem so, daß die Kurve die Gleichungen #; = Mur * 
(=0,1,...,n) erhält. Der Verf. bezieht die Kurve auf ein willkürliches Koordi- 
natensystem und betrachtet außerdem die Sache mehr von der Seite der Kollineation. 

O. Bottema (Sappemeer, Holland). 

Mineur, Ad.: Le prineipe de Lam et la d&composition des lieux d’un faisceau en 
lieux d’ordre moins &leve appartenant & un second faisceau. Mathesis 47, 143—153 
(1933). 

Ziel der Arbeit ist die Ableitung der notwendigen und hinreichenden Bedingungen, 
unter denen das Prinzip von Lame gilt. Als Vorbereitung dient die Ableitung von 
Sätzen über Büschel von Kurven n-ter Ordnung, deren Elemente in Kurven niederer 
Ordnung eines zweiten Büschels zerfallen. E. A. Weiss (Bonn). 

Comessatti, Annibale: Sui eireuiti dispari delle eurve algebriche reali traceiate sopra 
superfieie razionali. Boll. Un. Mat. Ital. 12, 289—293 (1933). 

Simple demonstration arithmetique du fait remarquable que sur une surface 
unilatere d’ordre de connexion Zily a, au plus, Z circuits unilaters 
ne se coupant pas deux & deux, et application & l’etude des courbes algebri- 
ques reelles tracees sur certaines surfaces rationnelles. sSegre (Bologna). 

Vandenberghe, J.: Sur une surface algebrique liee & un systeme lineaire triplement 
infini de surfaces. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 19, 85—92 (1933). 

Ein 00% Linearsystem | F | von Flächen nter Ordnung wird auf den Ebenenraum 
projektiv bezogen. Es wird hier der Ort der Punkte analytisch untersucht, wo eine 
Fläche des Systems || die entsprechende Ebene berührt; dieser Ort ist eine Fläche ® 
der Ordnung 6n — 2 mit einer Doppellinie der Ordnung 7n?— 2n+ 1 und mit 
(n+ 1) (n®+ 1) dreifachen Punkten. Die Schnittlinie von ® mit der Jacobischen 
Fläche des Systems | F | zerfällt in zwei Linien der Ordnungen 6(3n? — 4n + 1) und 
6n? — 8n + 2. E.G. Togliatti (Genova). 

Vandenberghe, J.: Sur deux congruences lin&aires de courbes. Bull. Soc. Roy. Sci. 
Liege 2, 172—176 (1933). 

Zwei oo® Linearsysteme | F |, |® | von Flächen der Ordnungen m, n sind projektiv 
bezogen. Zwei entsprechende Flächennetze von |F |, |®| erzeugen eine Kongruenz @ 
der Schnittlinien ihrer Paare entsprechender Flächen. Diese Kongruenz ist linear 
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und besitzt eine einzige singuläre Linie J’ der Ordnung m? + n? + mn; jede Kurve 
von @ hat mit I’ mn(m + n) Punkte gemein; usw. Das Geschlecht von J' wird auch 
bestimmt. Besonderer Fall, wo die Kurven von @ durch denselben Punkt hindurch- 
gehen. Ändern sich die zwei Flächennetze, so daß sie ein festes Paar F,, ©, entsprechen- 
der Flächen enthalten, so beschreibt die singuläre Linie I’ die zweite Kongruenz, @,, 
die hier betrachtet wird. E.@. Togliatti (Genova). 

Holleroft, Temple R.: The general web of algebraie surfaces of order n and the in- 
volution defined by it. Trans. Amer. Math. Soc. 35, 855—868 (1933). 

Die Flächen nter Ordnung eines allgemeinen 00° Linearsystems seien auf die 
Ebenen eines Raumes projektiv bezogen; man erhält so zwischen beiden Räumen eine 
(n?, 1)-Verwandtschaft, die der Jacobischen Fläche J des Linearsystems eine gewisse 
Verzweigungsfläche Z entsprechen läßt. Es werden hier zunächst die Charaktere der 
Fläche Z als Funktionen von n bestimmt. Und dies führt auch gleichzeitig zur Betrach- 
tung der Koinzidenzen verschiedener Ordnungen der mit der (n?, 1)-Verwandtschaft 
verbundenen Involution, zur Betrachtung der Flächen des o0% Systems, die zwei oder 
drei Doppelpunkte oder gewisse Berührungen besitzen, und zur Bestimmung der 
Örter solcher Doppelpunkte und Berührungen. E.@. Togliatti (Genova). 


Blaschke, Wilhelm: Textilgeometrie und Abelsche Integrale. Jber. Deutsch. Math.- 
Vereinig. 43, 87—97 (1933). 

Es wird über Untersuchungen zur topologischen Differentialgeometrie berichtet, 
die an Ergebnisse von S. Lie über Flächen, die auf mehrfache Art Schiebflächen sind, 
' anknüpfen. Das erste, wichtigere Ergebnis ist der Satz: Seien i,(®, y) = konst. n 
ebene Kurvenscharen, die geradlinig sind und die einer „linearen“ Relation von der 
Form 21,= 0 genügen, so bilden sie das Tangenten-n-Gewebe einer Kurve n-ter Kl. 
(Beweis nach Darboux). Eine alg. Kurve vom „Höchstgeschlecht““ p besitzt 
p»=%(n— 1)(n — 2) lin. unabh. Abelsche Integr. 1.G. und ebensoviel lin. Rela- 
tionen. (Das Tangentengewebe hat den „Rang“ p.) G.Bol hat gezeigt, daß der 


ee N iewebe. die. diesen Höchst. 


betrag besitzen, sind, wie W. Blaschke gezeigt hat, algebraische Kurven n-ter Kl. 
(Beweis auf Grund eines Ansatzes von Poincare. Benutzt wird ein Satz von Darboux 
über die Flächen Veroneses.) Zum Schluß wird die Übertragung dieser Ergebnisse 
auf Kurvengewebe im Raum erörtert und die Beseitigung der Differenzierbarkeits- 
voraussetzungen als Aufgabe gestellt. Howe (Hamburs). 


Differentialgeometrie: 

Kadner, F.: Über Areale euklidischer Mannigfaltigkeiten. (Verallgemeinerungen der 
Sätze von Guldin und Cavalieri.) Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 43, 163—182 (1933). 

Rollt eine Gerade als Tangente einer Kurve ab, so hat die von einer festen Strecke 
der Geraden überstrichene Fläche den Inhalt: Streckenlänge mal Bahnlänge des Schwer- 
punktes. Trägt man auf paarweise parallelen (bzw. durch Biegung parallelisierbaren) 
Tangenten zweier Kurven Strecken von gleichem statischem Moment bezüglich ihrer 
Berührungspunkte ab, so haben die von den Strecken überstrichenen Flächenstücke 
gleichen Inhalt. Ähnliches für die Tangentialebenen von Torsen und für spezielle Flächen 
in Geradenkongruenzen. Willy Feller (Kopenhagen). 

Lochs, Gustav: Die Affinnormalen der Bahnkurven eines ebenen ähnlich veränder- 
lichen Systems. Mh. Math. Phys. 40, 309—318 (1933). 

Es werden die Punkte betrachtet, für welche die Affinnormalen mit den Bahn- 
normalen einen gegebenen Winkel ® einschließen. Durch Spiegelung an einem Kreis, 
dessen Mittelpunkt der Momentanpol ist, vereinfachen sich die Untersuchungen, wenn P 
im Endlichen gelegen. Dann liegen alle gespiegelten Punkte, für die 9 konstant ist, 
auf einer Hyperbel. Ebenso liegen für unendlich fernen Pol für einen konstanten Winkel 
die Punkte selbst — nicht ihre Spiegelung — auf einer Hyperbel. Zwischen den Hyper- 


Höchstrang eines n-Gewebes stets 
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beln für verschiedene # bestehen dieselben Beziehungen, ob P im Endlichen oder Un- 
endlichen. — Die Sonderfälle des Zerfallens der Hyperbel werden untersucht und ihre 
Beziehung zum Wendekreis, zur Kreispunktkurve (heute vielfach Kreisungskurve), 
zu deren Krümmungskreisen im Pol und zum Ballschen Punkt aufgedeckt. — Die 
Bewegung einer nicht veränderlichen Ebene tritt ein fürd = 0. 
W. Meyer zur Capellen (Aachen). 

Rost, Rudolf: Zur natürlichen Geometrie einer viergliedrigen Affingruppe. Dresden: 

Diss. 1933. 19 8. 


Lane, E. P.: Projeetive differential geometry. Amer. Math. Monthly 40, 568—579 
(1933). 


Boruvka, O.: Sur les surfaces reprösentses par les fonetions spheriques de premiere 
espece. J. Math. pures appl., IX.s. 12, 337—8383 (1933). 

Les surfaces $ designees au titre ont &t& rencontrees par M. Cartan [Rend. Cire. 
mat. Palermo 53, 217—252 (1929)] comme surfaces representatives de l’espace sphe- 
rique E, dont les coordonnees courantes du point general forment une suite irreductible 
de fonctions fondamentales de Z,. Dans l’espace projectif S,, l’auteur les d&terminent 
par un systeme d’equations de Pfaff entre les composants des deplacements du repere 
mobile normal attache & chaque point de S — les equations qui s’integrent en termes 
finis. Comme les courbes minima de $ composent un reseau conjugue, on peut y ap- 
pliquer la transformation de Laplace. La riöme transformee, dans un sens ou l’autre, 
est une courbe rationnelle normale de degre 2 r imaginaire E. Le point d’intersection 
(reel) des deux espaces S,-osculateurs aux points imaginaires conjugues de E engen- 
dre $. En prenant pour l’absolu la quadrique unique F par rapport & laquelle Z est 
autoconjuguee, l’auteur introduit une metrique non euclidienne. Dans cet espace 
metrique S est caracterisee par les proprietes, A savoir: 1° le vecteur de courbure moyen- 
ne est nul, 2° les S;,-osculateurs (k< r) ont chacun 2 k dimensions, 3° les indicatrices 
de courbures normales des differents ordres sont des circonferences & rayon constant 
pour toute la surface. Si l’on se borne aux indicatrices du premier ordre, les 1° et 3° 
suffisent purr=2etr=3, 8. Finikoff (Moscou). 

Delgleize, A.: Sur les transformations des surfaces minima. Bull. Soc. Roy. Sci. 
Liege 2, 199—202 (1933). 

Soit (8) une surface minima, (N) une surface parallele de Guichard (ayant m&me 
image spherique des lignes de courbure et telle que les rayons de courbure r,, r, de ($) 
et rj,rz de (N) sont lies par l’&quation vr, 73 + 75 7] = const). Le procede de Guichard 
de la transformation des surfaces isothermiques lui fait correspondre une nouvelle 
surface minima (8) . Si l’on prend une surface de Guichard parallele (N) et y applique 
la transformation conjuguee & la transformation de Guichard, on parvient & une 
surface minima (&) [la transformee de Eisenhart, Ann. Mat. pura appl. (3) 13 (1907)]. 
L’auteur construit [M&m. Soc. Roy. Sci. Liege (3) 18, 1 (1933)] une nouvelle trans- 
formation des surfaces minima en remplagant, dans le proc&d& decrit, la transformation 
des surfaces isothermiques par la transformation conjuguee, et r&ciproquement, et 
demontre que la surface transformee (&,) coincide avec une surface (2) obtenue par 
V’application de la transformation de Eisenhart convenablement choisie. (Voir ce 
Zbl. 7, 229.) S. Finikoff (Moscou). 

Radö, T.: An iterative process in the problem of Plateau. Trans. Amer. Math. Soc. 
35, 869887 (1933). 

The iterative process here developed consists of an indefinite alternation of the 
two following: construction of a harmonic surface (z, y, z of u, v harmonic) with given 
boundary values, conformal mapping of this surface. A harmonic surface is a parti- 
cular kind of saddle surface, this being one whose defining functions take their maximum 
and minimum values for any closed region on the boundary of that region. E.J.MceShane 
has proved the existence of a conformal map of any saddle surface, in the sense of 
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E=G, F=0 almost everywhere. — Essentially, the method of the present paper 
is to begin with a harmonic surface H, of finite area bounded by the given contour I’, 
H, being determined by boundary values given by a certain parametric represen- 
tation 9, of I: ©, y,2= &,,no; 60 of 0. H, is then represented conformally on the 
unit cireular disc; this induces by continuity a certain topological correspondence g, 
between J' and the unit circumference. g, determines H,, which is represented con- 
formally, determining g,, which defines H,, whose conformal representation deter- 
mines g,, which defines Z,, etc. The limit as n — oo of H,„is a minimal surface bounded 
by I. The case where J’ bounds no surface of finite area is dealt with by a limit process, 
in which Z’is approached by finite-area-bounding contours. Douglas (Cambridge). 

Weichelt, Erich: Ein Beitrag zur sehrittweisen Verbiegung der Kugel. Dresden: 
Diss. 1933. 22 8. 


Mayrhofer, K.: Über ebene 4- und 5-Systeme. Mh. Math. Phys. 40, 458—469 
(1933). 

Verf. zeigt die Äquivalenz auf Grand von Anordnung und Stetigkeit der beiden 
folgenden Sätze: I. Sind in einem 4-Gewebe alle 3-Gewebe Sechseckgewebe, so läßt 
es sich im kleinen auf vier Strahlenbüschel topologisch abbilden. II. Gelten in einem 
5-Gewebe die Konfigurationen Ay,123; As,ıas und die Sechseckbedingung für 
1, 4, 5, so sind alle 3-Gewebe des Systems Sechseckgewebe. (A,},23.4 die Desargues- 
Konfiguration für Dreiecke 2, 3, 4 nach der Schar 1). — Könnte man also II unab- 
hängig beweisen, so würde sich daraus ein neuer Beweis des wichtigen Satzes I ergeben. 

@. Bol (Hamburg). 

Agostinelli, Cataldo: Sulle omografie vettoriali eomplesse e la loro applicazione ad 
aleune questioni di meecanica quantica. Mem. Accad. Sci. Torino, II. s. 67, Nr 11, 1—28 
(1933). 

In einem 2n-dimensionalen euklidischen Raume R,,„ denkt man sich 2n gegen- 
seitig orthogonale Einheitsvektoren e, und den Rotationsbivektor ı, für welchen 
= &,n, m = —e,, 80 daß ı - ı= —1 (r,s=1,...,n). Der Verf. bildet 
jede komplexe Zahl z2= x + iy auf den entsprechenden Affinor 5= 1x -+ ıy ab, so 
daß ein System von n Zahlen 2’ — a’ + va"+*" auf n Affinoren = 1x" + ıa"*" ab- 


gebildet werden sollte. Dagegen wird dieses System vom Verf. auf den Vektor 
2n 


n 
ke => r,rte,ab ebildet. Ein System von n? Zahlen 2”° = x"° + iy"® bildet der 
8 y Y 
Verf. auf ns Affinor > pX“ßege,+ Ybege, ab, wo X stn — Xrtns _ yrs 


— Yr+tns+r _ 0 und ul Xrinstn — — af®, yrtns —_ _yrstn _ u. Die Abbil- 
dung der Systeme 2°”, «"° — vy"® usw. ist ohne en klar, sowie auch die Ver- 
allgemeinerung auf den Raum. R,. Der Verf. bedient sich dieser Verallgemeinerung, 
um einige physikalisch wichtige Relationen (Dirac, Heisenberg, Bohr usw.) auf 
R. abzubilden. (Der Kürze und Deutlichkeit halber hat sich der Referent anderer, 
direkter Symbolik und Bezeichnung als der Verf. bedient.) Hlavaty (Praha). 

Cisotti, U.: Deduzioni differenziali dalla definizione di vettori reeiproei. Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend., VI.s. 18, 255—260 (1933). 

Mit Hilfe des schon früher eingeführten Begriffes des ‚‚reziproken Vektors“ [ Quo- 
ziente di vettori monogeni, Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 17, 764-767 (1933); 
dies. Zbl. 7, 228] werden Ausdrücke wie 

dx" d dm dx“ 
Jabgs ds’ dsds 
in R„ umgeschrieben. Hlavaty (Praha). 

Mayer, Walther: Zum Tensorkalkül in Vektorräumen Riemannscher Mannigfaltig- 
‚keiten. Mh. Math. Phys. 40, 283—293 (1933). 

In einem Riemannschen N-dimensionalen Raume Vy sei ein m-dimensionaler V„ 
auf die Koordinaten yP(p=1,...m) bezogen. Längs V, seien h > n Vektorfelder 


6* 


USW. 
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e,(,4,»,=1,...h) mit A— n linear unabhängigen Relationen &e&,=0 
a 


(a=1,...h—n) gegeben. Sie spannen also einen V,„ auf. Der Vektor v des V,„ 
hat in bezae ar e, die Bestimmungszahlen v„= ve, mit u, 0* — 0. Jedes System 


V)w=v+ z o” (x beliebig) bestimmt dagegen denselben Molke vv ='We. 


Der Fundamentaltensor von V„ hat die Komponenten e;-e„= g9;„ und es ist 
= 9, % (= 94, 'W. Ref.) — Mit ö’ bzw. ö sei das Symbol des kovarianten Differentials 
im V,„ bzw. Vy bezeichnet. Setzt man (2) ö'’e,—= A},,e, dyP, so folgt für jeden Vektor ® 
des 1,6’ v= e,Dvw, wo D”’ = dv + Ay, v" dyP.. ö’v ist gegenüber der Transfor- 


mation 1?,—=47,+ ®’ 2p mit beliebigen © [und auch gegenüber (1). Ref.] invariant. 
a 


Dasselbe gilt für Dv, = dv, — AY,u,dyP. Die Anwendung des Symbols D auf 
gemischte Bestimmungszahlen der Größen des V,„ ist aus folgender Formel 
Dvi = övf — A%,v% dyP ohne weiteres ersichtlich (a=1,2,... N). Die V„- Kompo- 
nente von Dv/ ist dann D’v3=6'v7— ANY, v5 dyP. Insbesondere ist also nach (2) D’&=0, 
woraus D’'gy„= Dgi.„ = 0 folgt. (Somit ist e, ö’v = g,„Dv“= Dov,. Ref.) — Die 
vorliegende Arbeit hängt aufs engste zusammen mit den Arbeiten von Bortolotti 
[Rend. Semin. mat. Univ. Padova 2, 1—48 und 164-206 (1931); dies. Zbl. 3, 322; 
Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 13, 104—108 (1931); dies. Zbl. 1, 168; vgl. auch 
Atti Accad. naz. Lincei, Rend. VL. s. 15, 603—610 (1932); dies. Zbl. 4, 415], der haupikich: 
lich mit Ry arbeitet, so daß überall in der Anwendung von D das gewöhnliche Differen- 
tiationssymbol d (und höheren Potenzen von d) statt des hier benutzten kovarianten ö 
gebraucht werden kann. Demgegenüber ist aber zu bemerken, daß auch hier öv” = dr, 
öv, = dv, usw., aber Öv4 = dvi. Hlavaty (Praha). 

Pelosi, Luisa: Sul parallelismo definito eon variazioni angolari. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend., VI.s. 18, 218—222 (1933). 

In einem Riemannschen V,„ sei mit ” ein beliebiges von n linear unabhängigen 
tangentialen Einheitsvektorfeldern ” von # Kurvenkongruenzen bezeichnet, und w” 


sei ein beliebiger Einheitsvektor. Bei paralleler Verschiebung von w’ gilt für x = & (t, u) 
die Formel wöi,— —sinad«. () 
Für n=2 und : = i 18 folgt daraus unmittelbar (nebst anderen Anwendungen) 
—da = kds -- kds, wenn s bzw. k den Bogen bzw. die (geodetische) Krümmung 


der a-ten Kongruenz darstellt. — Die Autorin behauptet, daß die Annulierung des 
Riemann-Christoffelschen Affinors Ku» —= 0 die Bedingung der unbeschränkten 
Integrabilitäit von (1) darstellt. (Die ersten Integrabilitätsbedingungen von 


wi, — N pe „sind 2(M.Ww) Vi + ur Kaum = 0. Ref.) Hlavaty (Praha). 


@ Struik, D. 1 Rhehrt of linear eonneetions. (Erg. Math. u. ihrer Grenzgeb. Hrsg. 
v. d. Sehriftleitung d. Zbl. Math. Bd. 3, H. 2.) Berlin: Julius Springer 1934. VII, 68 8. 
RM. 8.60. 

Dieses Buch enthält eine knappe, aber inhaltsreiche und sehr klar geschriebene 
Übersicht des jetzigen Zustandes der Theorie der linearen Konnexionen. Alle wichtigen 
Fragen werden hier in der Regel so weit geführt, daß der Leser auf Grund dieser Be- 
trachtungen alle verwandten Detailfragen in der Weltliteratur sehr leicht beherrschen 
kann. Zu jedem Teil ist ein kurzer historischer Überblick hinzugefügt. Über jede Frage, 
welche in der Literatur von den begrifflich verschiedenen Gesichtspunkten aus bearbeitet 
wurde, wird hier in der Weise referiert, daß alle erwähnten Möglichkeiten zur Besprechung 
kommen und eine (mindestens) ausgearbeitet wird. — Neben dem Stoffe, der jedem 
Fachmann bekannt ist, werden folgende neue Begriffe (wahrscheinlich zum erstenmal 
in einem Lehrbuch) aus der Literatur übernommen: Pseudogrößen (Schouten- 
Hlavaty), Definition der Weylschen Konnexion mittels einer Pseudogröße (Schouten- 
Hlavaty), Definition einer Konnexion mittels einer partiellen Differentialgleichung 
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(Struik-Wiener), Hermitesche Konnexion (Schouten-v. Dantzig), Spinraum 
und Spinkonnexion (Schouten-v. Dantzig, Veblen), allgemeine projektive Kon- 
nexion samt ihrer Spezialisierungen (v. Dantzig), Frenetsche Formeln für Z, in ZL, 
(Hlavaty), D-Symbolik (v.d. Waerden, Bortolotti) usw. Über 230 Literatur- 
angaben beendigen dieses reizvolle Büchlein. Hlavaty (Praha). 


Topologie: 

Whitney, Hassler: Planar graphs. Fundam. Math. 21, 73—84 (1933). 

Ein Graph vom Typ X, bestehe aus 5 Punkten, von denen irgend zwei durch 
eine Kante oder eine Hängekette (= suspended chain —= System von Kanten a, @,, 
Ag dig, ..., %-1@%, so daß an den Punkten a, und a, und nur an diesen Punkten wenig- 
stens drei Kanten des Graphen hängen) verbunden sind, während ein Graph vom 
Typ K, aus 6 verschiedenen Punkten a,, @,, a3, 51, ba, b, derart besteht, daß jeder 
Punkt a, mit jedem Punkt b, durch eine Kante oder durch eine Hängekette verbunden 
ist. Dann wird rein kombinatorisch gezeigt, daß ein Graph @ dann und nur dann einen 
dualen Graphen @’ besitzt, wenn @ keine Teilgraphen vom Typ X, oder X, enthält; 
' dabei heißen die Graphen @ und @’ dual, wenn es eine umkehrbar eindeutige Abbildung 
%& der Kanten von @ auf die von @’ gibt, so daß für jeden Teilgraphen 4 von @ gilt: 
Kantenzahl — Eckenzahl -- Stückzahl von 7 = [Eckenzahl — Stückzahl von @’] 
— [Eckenzahl — Stückzahl von & (Z)]. — Die Notwendigkeit dieser Bedingung hat 
Verf. bereits Trans. Amer. Math. Soc. 34, 360 (1932) gezeigt. — Da Verf.a.a. 0. 
S. 357 gezeigt hat, daß ein Graph dann und nur dann einen dualen besitzt, wenn er 
sich in die Ebene (oder gleichwertig auf der Kugelfläche) ausbreiten läßt, so ist hiermit 
ein rein kombinatorischer Beweis eines Satzes von Kuratowski [Fundam. Math. 15, 
271—283 (1930), wo allerdings Punktmengen von allgemeineren Typ als die Graphen 
betrachtet werden] gegeben. (Vgl. dies. Zbl. 4, 131.) Reinhold Baer (Manchester). 

Lefschetz, S.: On generalized manifolds. Amer. J. Math. 55, 469—504 (1933). 

Der .erste einführende Teil der Arbeit ist den Grundlagen der Homologietheorie 
der kompakten und lokal kompäkten metrischen Räume gewidmet. Wie im Buche 
des Verf. Topology, Kapitel VII, wird diese Theorie auf das Studium eines (mit dem 
Alexandroffschen Projektionsspektrum nahe zusammenhängenden) unendlichen Kom- 
plexes K zurückgeführt. Es wird gezeigt (was für den 2. Teil wichtig ist), daß es ge- 
nügt, eine spezielle Klasse von Zykeln in K, die Projektionszykeln, in Betracht zu 
ziehen. Im 2. Teil wird ein gänzlich auf dem Homologiebegriff fußender Mannigfaltig- 
keitsbegriff eingeführt. Ein metrischer kompakter Raum M heißt eine n-Mannig- 
faltigkeit, falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind: I. M ist Summe von höchstens 
abzählbar vielen disjunkten kompakten n-dimensionalen Räumen R,, deren n-te' Betti- 
sche Zahlen B"(R,)=1. sind, während B*(4,)=0 für jede abgeschlossene echte 
Teilmenge A, von R,. II. Die im Sinne van Kampens zu verstehende n-te lokale Betti- 
sche Zahl ist in jedem Punkte gleich 1. III. M ist lokalzusammenhängend. IV. Falls 
eine höchstens (n — p — 1)-dimensionale abgeschlossene Teilmenge F von M vorgegeben 
ist, gibt es zu jedem e>0 ein n>0 so, daß jeder relative p-Zyklus C? mit einem 
Durchmesser <n, dessen Rand /'?-1 die Menge F nicht trifft, unter Festlassung des 
Randes [’?-1 in einen # nicht treffenden p-Zyklus e-deformiert werden kann. V. Zu 
jedem & > 0 gibt es ein 7 > 0, so daß jeder absolute p-Zyklus mit einem Durchmesser 
<n e-homolog Null ist. (Es wird behauptet, daß V.aus IV. folgt; das ist aber dem 
Ref. nicht klar.) In diesen abstrakten Mannigfaltigkeiten wird dann die Kroneckersche 
Schnittzahl eines relativen p-Zyklus und eines relativen (n — p)-Zyklus (von denen 
keiner den Rand des anderen trifft) so definiert, daß die Schnittzahl die üblichen 
Eigenschaften besitzt. Als Folgerung ergibt sich der' Dualitätssatz. Vgl. die Arbeit 
des Ref. Theorie generale des varietes et de leurs th&or&mes de dualite 
[Ann. of Math. 34, 621—730 (1933); vgl. nachst. Referat], wo ähnliche Resultate auf 
einem anderen Wege abgeleitet werden. Cech (Brno). 
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Öech, Eduard: Theorie gönsrale des varietes et de leurs th&or&mes de dualite. Ann. 
of Math., II. s. 34, 621—730 (1933). 

Axiomatische Einführung des Mannigfaltigkeitsbegriffes, ausgehend von all- 
gemeinen bikompakten Räumen. Es werden dabei ausschließlich Homologiebegriffe 
benutzt, so daß die als Mannigfaltigkeiten bezeichneten Räume als eine Über- 
tragung auf den denkbar allgemeinsten Fall der Alexander-van-Kampen-Vietorisschen 
„Homologie-Mannigfaltigkeiten‘“ (nicht etwa der gewöhnlichen topologischen Mannig- 
faltigkeiten) aufzufassen ist. Der axiomatische Aufbau wird so weit fortgeführt, daß 
man die Mittel bekommt, in diesen allgemeinen Gebilden eine vollständige Schnitt- 
theorie mit den üblichen (in ihrer allgemeinsten Form von Lefschetz bewiesenen) 
Dualitätssätzen, aufzubauen. Es ist dabei_zu bemerken, daß im wichtigsten, näm- 
lich metrisierbaren Falle (d. h. im Falle des 2. Abzählbarkeitsaxioms von Haus- 
dorff [Separabilität]) dieselbe Fragestellung von Lefschetz in einer soeben er- 
schienenen Arbeit ‚On generalized manifolds“ (vgl. vorsteh. Ref.) erledigt worden 
ist. Das Axiomensystem, dessen sich Verf. bedient, ist kompliziert. Bei der folgenden 
kurzen Wiedergabe beschränken wir uns auf den Fall der geschlossenen Mannig- 
faltigkeit. Als erstes wird vorausgesetzt, daß der Raum bikompakt und in ihm jede 
offene Menge ein F, ist (die letzte Forderung impliziert bekanntlich das erste Haus- 
dorffsche Abzählbarkeitsaxiom). Ferner wird endliche Dimension (etwa n) verlangt. 
Nach diesen selbstverständlichen elementaren Axiomen führt Verf. die eigentlichen 
Homologieaxiome ein. Zuerst wird das „Innere‘ eines berandenden Zyklus definiert 
(als ‚„Innengebiet‘‘ eines Homologieträgers des betreffenden Zyklus). Berandende 
Zyklen werden in einem gewissen Sinne im Kleinen betrachtet und es wird verlangt 
1., daß die erwähnten ‚‚Innengebiete“ tatsächlich offene Mengen sind und 2., daß sie 
den Raum überdecken (Axiome D, und D,). Das nächste Axiom E bringen wir in 
wörtlicher Übersetzung. Zu jedem Punkt a und jeder Umgebung Q von a gibt es eine 
Umgebung Q, < Q von der folgenden Eigenschaft: Zu jeder Umgebung Q, C Q, von a 
gibt es eine Umgebung Q, C Q, von a, die der folgenden Bedingung genügt: falls die 
beiden (n — 1)-dimensionalen Zyklen Z, und Z, in Q, — Q, liegen und in Q, beranden, 
so existieren zwei rationale Zahlen r, und r,, von denen mindestens eine von Null 
verschieden ist, so daß r, 2, + nn 2, 0 inQ — Q, ist. Das Axiom F verlangt, daß 
der Raum in einem vorher eingeführten Sinne orientierbar sei. Ferner wird der ‚„‚mehr- 
dimensionale lokale Zusammenhang“ [im Sinne von Alexander und Alexandroff, 
vgl. letzterer, Ann. of Math., II. s. 30, 181 (1929)] verlangt (Axiom @): zu jeder Umge- 
bung Q eines Punktes a gibt es eine Umgebung P desselben Punktes von der Eigen- 
schaft, daß jeder in P liegende %-dimensionale Zyklus in Q@ berandet. Hierin ist 
0=<k=zn-—1. Das letzte Axiom H behauptet, daß für Oo<k=n— 2 bei den 
letzterwähnten lokalen Homologien der Punkt «a selbst vermieden werden kann. Die 
Beweisführung beruht auf einer Weiterentwicklung der vom Verf. in seiner Abhandlung 
„Iheorie generale de ’homologie dans un espace quelconque“, Fundam. Math. 19, 
149—183 (1932), auseinandergesetzten Methoden (vgl. dies. Zbl. 5, 218). Alezandroff. 


Cech, Eduard: Introduetion & la theorie de P’homologie. Publ. Fac. Sei. Univ. 
Masaryk Nr 184, 1—-34 u. franz. Zusammenfassung 35—86 (1933) [Tschechisch]. 
Elementare Darstellung der vom Verf. herrührenden (s. Fundam. Math. 19, 149 
bis 183 und dies. Zbl. 5, 218—219) Homologietheorie in allgemeinen topologischen 
Räumen. Die Arbeit enthält außerdem eine allgemeine Definition der lokalen Betti- 
schen Zahlen und des höherdimensionalen lokalen Zusammenhanges. Eine Fortsetzung 
der Arbeit soll den Anwendungen auf die Theorie des Zusammenhanges gewidmet 
werden. Cech (Brno). 
Denjoy, Arnaud: Sur Pintögration le long des continus eycliques Tec je R. 
Acad. Sci., Paris 197, 1087—1089 (1933). 
- Es Een H ein ebenen „zyklisches“ Kontinuum, das durch Besineikiäer und auch 


87 


äquivalente analytische Bedingungen definiert ist. 4 ist die Grenze eines Gebietes R. 
[Siehe dazu A. Denjoy, Sur les continus cycliques plans. ©. R. Acad. Sci., Paris 197, 
570—572 (1933); dies. Zbl. 7, 329.] Hat die Menge der von Endpunkten verschiedenen 
Punkte von H ein endliches lineares Maß, so hat die Menge der Endpunkte das lineare 
Maß Null. Da ferner die Länge eines H approximierenden Polygons I//(6) kleiner als 
k mes lin (%k eine Konstante) ist, so erweisen sich solche Kontinua als rektifizierbar, 
und es gilt der Integrationssatz: 

lim [ Pde+Qdy=NY [ Pdz + Qay, 

80 II(ö) n In 
wobei 7„ die in einem gewissen Sinne orientierten, in H enthaltenen einfachen ge- 
schlossenen Linien sind und Pund Q auf R+H stetig sind. Anwendungen auf das 
Verschwinden des krummlinigen Integrals im reellen und komplexen Gebiet, sowie 
auf die Formel von Cauchy. Julia Rözanska (Moskau). 

Kurepa, Georges: Sur les espaces distaneies separables generaux. C. R. Acad. 
Sei., Paris 197, 1276—1278 (1933). 

Transfinite Verallgemeinerung (für nicht notwendig abzählbare Mächtigkeiten) 
der elementaren Begriffe der abstrakten Topologie-Separabilität, Kompaktheit, me- 
trische Vollständigkeit usw. Es werden die Beziehungen der so gewonnenen Begriffe 
zueinander untersucht und auch Beziehungen zum Kontinuumproblem und dessen 
Verallgemeinerungen aufgestellt. P. Alexandroff (Moskau). 

Wilder, R. L.: On the properties of domains and their boundaries in E„. Math. Ann. 
109, 273—306 (1933). 

Die Resultate dieser Arbeit liegen in drei verschiedenen, wenn auch nahe verwandten 
Richtungen. Erstens werden merkwürdige Gebietsgrenzen im dreidimensionalen 
Raume konstruiert, z. B.eine lokalzusammenhängende geschlossene Cantorsche 
Fläche, die als gemeinsame Begrenzung von einer beliebigen endlichen Anzahl > 2 oder 
gar von abzählbarvielen Gebieten auftritt. Dabei kann es vorkommen, daß mehrere 
dieselbe Begrenzung besitzende Gebiete alle unbewallt (‚gleichmäßig im Kleinen zu- 
sammenhängend‘“‘) sind. Zweitens wird eine Reihe von Sätzen über allgemeine Gebiets- 
grenzen im R" bewiesen, die mehr oder wenig in den Ideenkreis der „Phragmen- 
Brouwerschen Sätze‘ (wie sie vom Ref. bewiesen waren) fallen. Zum Beispiel: wenn M 
die Begrenzung von mindestens zwei Gebieten des R” ist und #c M die Zahl k für 
ihre (n — 2)-dimensionale Brouwersche Zahl (Bettische Zahl modulo 2) hat, so zerfällt 
M — Fin höchstens k + 1 Komponenten. Ändert man die Voraussetzung dahin, daß M 
mindestens drei Gebiete des R* berandet, so ist caeteris paribus die Komponentenzahl 
von M — F sogar höchstens gleich k. Analoge Sätze werden für geschlossene Cantorsche 
Mannigfaltigkeiten (die nicht notwendig Gebietsgrenzen sind) bewiesen. Durch Bei- 
spiele wird gezeigt, daß die Abschätzungen nicht weiter verschärft werden können. Die 
erwähnten Resultate bilden die Grundlage für ein eingehendes Studium der Gebiets- 
grenzen im R® und die sich daraus ergebende Charakterisierung der geschlossenen 
Flächen des dreidimensionalen Raumes. Dies ist die dritte Richtung. Sie gipfelt im 
folgenden Satze: Es sei # die gemeinsame Begrenzung von (mindestens) 
zwei Gebieten des R® von denen (mindestens) eins beschränkt ist. Sind 
diese Gebiete gleichmäßig lokal-zusammenhängend und hat eins von 
ihnen eine endliche erste Bettische Zahl (gleich %k), so ist F eine ge- 
schlossene Fläche (im elementaren Sinne) vom Geschlecht Ak. 

P. Alexandroff (Moskau). 

Sehreier, J., et S. Ulam: Sur les transformations eontinues des spheres euelidiennes. 
©. R. Acad. Sei., Paris 197, 967—968 (1933). 

Es gibt vier stetige bzw. drei topologische Abbildungen der n-dimensionalen 
Sphäre auf sich, so daß sich jede stetige bzw. topologische Abbildung der n-dimen- 
sionalen Sphäre auf sich durch geeignete Produkte aus diesen approximieren läßt. 

Reinhold Baer (Manchester). 
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Zippin, Leo: Correetion to a paper on the Moore-Kline problem. Trans. Amer. 
Math. Soc. 35, 972 (1933). 

Vgl. dies. Zbl. 5, 121. 

Alexits, Georg v.: Über Baumkurven. Mh. Math. Phys. 40, 407—410 (1933). 

Comme on sait, chaque ensemble de dimension #0, situe dans une dendrite (c.-&-d. 
dans un continu localement connexe sans courbes simples fermees) admet des sous- 
ensembles connexes contenant plus d’un points et par suite (a cause de l’absence de 
telles courbes) les arcs simples [G. T. Whyburn, Mh.f. Math. 38, 85 (1931); voir ce 
Zbl. 1, 293 et Amer. J. Math. 50, 193, th. 34 (1928)]. L’auteur d&montre ce fait d’une 
autre maniere (sans mention sur M. Whyburn) pour en deduire la consequence tre&s 
proche, mais qui semble avoir &t& inapergue jusqu’& present, & savoir que l’ensemble 
O-dimensionnel K!, forme& de toutes les extrmites d’une dendrite arbitraire K, est 
de dimension O stable dans le sens de K. Menger (c.-&-d. reste O-dimensionnel, m&me 
en l’augmentant d’un ensemble O-dimensionnel quelcongue MC K). En outre, dans 
le cas oü l’ensemble K! est dense dans X, il y constitue notoirement un @; de II-me cate- 
gorie et, par consequent, n’est situ6& dans aucun 7, de dimension 0. L’auteur cite 
ce fait comme l’exemple montrant que la condition suffisante pour la stabilite de 
la dimension d’un ensemble, & savoir que cet ensemble soit situ& dans un ensemble 
ambigu F, et @s [W. Hurewicz, Math. Ann. 96, 761 (1927)] n’est point necessaire, 
m&me dans des espaces compacts de dimension 1 (reponse negative & un probl&me 
de M. Menger datant de 1928). B. Knaster (Warszawa). 

Borsuk, Karol: Ein Satz über Unikohärenz. Fundam. Math. 21, 35—838 (1933). 

Eine topologische Eigenschaft E heißt K-Eigenschaft, wenn folgendes gilt: Wenn 
A und Bin A-+ B abgeschlossen sind und sowohl A+ Balls auch AB die Eigen- 
schaft Z besitzen, dann besitzt auch A die Eigenschaft £. Nach Knaster und Kura- 
towski (Fundam. Math. 2, 211, cor. VII) ist der Zusammenhang eine K-Eigenschaft. 
Es wird bewiesen, daß folgende Eigenschaften K-Eigenschaften sind: 1. Die Nicht- 
existenz einer wesentlichen Abbildung in eine n-dimensionale Sphäre. 2. Stetiges uni- 
kohärentes Streckenbild. 3. Kompakter Raum mit verschwindender erster Bettischer 
Zahl. 4. Kompakte, den euklidischen R,„ nicht zerschneidende Teilmenge von R,- 
2, 3 und 4 werden als Korollare von 1 bewiesen. Man könnte auch direkt allgemein 
beweisen, daß das Verschwinden der n-ten Bettischen Zahl eines normalen topologischen 
Raumes eine K-Eigenschaft ist. Öech (Brno). 

Sierpiäski, W.: Sur le recouvrement du plan par une infinite denombrable de courbes 
congruentes. Fundam. Math. 21, 39—42 (1933). 

Positive Lösung eines von N, Lusin gestellten Problems, namentlich Verch 
eines früheren (dies. Zbl. 7, 133 referierten) Zerlegungssatzes des Verf. dahin, daß die 
kartesische Ebene Vereinigungsmenge von abzählbar vielen, sogar zueinander (in 
geometrischem Sinne) kongruenten „Kurven“ von der Gestalt y= f(x) ist. 
Die letzteren können übrigens auch als Teilstücke einer einzigen derartigen Kurve 
angegeben werden. Dabei bezeichnet f eine ganz beliebige reelle Funktion einer reellen 
Veränderlichen, und das Wort ‚Kurve‘ gegebenenfalls die Menge von Punkten mit 
den Koordinaten x und f(x). Der verschärfte Satz stützt sich ebenfalls auf die Kon- 
tinuumhypothese und läßt sich analog zu dem früheren auf den 3-dimensionalen 
Raum erweitern. B. Knaster (Warszawa). 

Mazurkiewiez, Stefan: Sur la d&ecomposition du plan en courbes. Fundam. Math. 21, 
43—45 (1933). 

Beweis, daß die Ebene nicht in eine endliche Anzahl von „Kurven“ (in dem 
im vorst. Ref. angeführten Sinne) zerlegbar ist. B. Knaster (Warszawa). 

Lindenbaum, Adolphe: Sur les ensembles localement d&nombrables dans Pespace 
metrique. Fundam. Math. 21, 99—106 (1933). 

Ein metrischer Raum heißt lokal abzählbar, wenn jeder Punkt eine abzählbare 
Umgebung besitzt. Damit ein metrischer Raum Z lokal abzählbar sei, ist jede der 
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folgenden beiden Bedingungen notwendig und hinreichend: I. Z= SZ,; zu jedem n 
n=1 


gibt es eine Zahl 0, >0 so, daß, wenn z, ein beliebig gegebener Punkt von Z, ist, 
höchstens ein Punkt jeder Menge Z,, von z,„ um weniger als o, entfernt ist. II. Z ist 
Summe eines Systems & abzählbarer disjunkter offener Mengen. Eine Untermenge Z 
eines metrischen Raumes M heißt lokal abzählbar im engeren Sinne, wenn jeder 
Punkt des Raumes eine Umgebung U mit abzählbarem ZU besitzt. Dazu ist not- 
wendig und hinreichend: M ist Summe eines Systems © offener Mengen, deren jede 
mit Z einen abzählbaren Durchschnitt hat; für je zwei verschiedene Mengen @,, @, 


von © gilt ZG,@, = 0. Die Arbeit enthält noch verschiedene Bemerkungen über 
lokale Eigenschaften der Punktmengen. Öech (Brno). 

Sierpinski, W.: Sur les espaces mötriques localement separables. Fundam. Math. 21, 
107—113 (1933). 

Ein metrischer Raum M heißt lokal separabel, wenn jeder Punkt eine separable 
Umgebung besitzt. Notwendige und hinreichende Bedingung: M ist Summe eines 
Systems disjunkter separabler offener Mengen. Korollar: Ein zusammenhängender 
lokal separabler Raum ist separabel. Eine Teilmenge Z eines metrischen Raumes 
lokal analytisch, falls jeder Punkt von E eine Umgebung U besitzt so, daß EU eine 
analytische Menge ist. Eine lokal analytische Teilmenge eines lokal separablen Raumes 
ist analytisch. Cech (Brno). 


Quantentheorie. 


Birkhoff, 6. D.: Quantum mechanies and asymptotie series. I. Bull. Amer. Math. 
Soc. 39, 681-700 (1933). 

The linear homogeneous partial differential equation L(y, A) = 0 may, for large 
values of A be formally satisfied by the asymptotie series y © (vy+ %A "1409472 + --) 
exp(AS) where $ is a phase function and v, an “amplitude function” of 8. If &,],%3,...& 
are the independent variables and $,,.... 8, the partial derivatives of S with respect to 
these variables there is an associated multiplier equation P(x,, ..., 25 81, -.:, 8.) = 0 
which may be derived from Z by a simple rule. If „= S,, there is a set of associ- 
ated canonical equations in which the rates of change of x, Ym are equated to the 
partial derivatives of P with respect to y„ and — x, respectively. These equations 
define the paths for an asymptotic wave packet solution of ZL = 0 belonging to a non- 
singular phase function S and an amplitude function v, when the initial values of the y,, 
are given by Yn = Sm. The author defines certain integral invariants and by putting 
Ah=2ni he characterises the Schrödinger equation as the principal equation with 
the usual Hamilton-Jacobi equation as its multiplier equation. He thus concludes 
that, to terms of the order of h the squared amplitude integral N) Aa: N |y?da,... dx 
remains constant over any part of the asymptotic wave packet which now followsthedyna- 
mical trajeetory. — Studies are made of a change of independent variables, of the Dirac 
equation and of the asymptotic series employed by Wentzel, Brillouin and Kramers. 
The use of the series is justified with the aid of some of the author’s earlier results and some 
remarks are made on the distribution of characteristic values. H. Bateman (Pasadena). 

Broglie, Louis de: Sur la densit& de P’&nergie dans la th&orie de la lumiere. C. R. 
Acad. Sci., Paris 197, 1377—1380 (1933). 

Ist y ein Spinor, der der Diracgleichung mit verschwindender Ruhmasse genügt, 
so kann man Operatoren &, 9, die auf diesen Spinor wirken, derart definieren, daß 
„Maxwellsche Gleichungen“ 


divey=0, 5-18)» =0, 
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gelten. (Unklar bleibt dabei der Sinn z.B. der Größe &,y, welche ja vier Kom- 


ponenten besitzt, und sich nach Spinor-Weise Lorentz-transformiert!) Führt man 
eine von Null verschiedene Ruhmasse des Lichtquants (proportional a) in die 
Ausgangsgleichung ein, so genügt der Operator H der Energiedichte der Beziehung 


1 
au le P. Jordan (Rostock). 
Dugas, Rene: Sur P’etablissement de l’&quation de Sehrödinger. C. R. Acad. Sci., 
Paris 197, 1386—1388 (1933). 
Soit 7 la demi-force vive, U la fonction des forces et E l’energie totale d’une 
particule de masse m = m(T) (pour la dynamique ordinaire m = m,). L’equation 
de Schrödinger peut s’ecrire 


Ay+EJU+Dy=0; AT—[m(T)dl;, T=UHE. 


Cette formule est valable pour la dynamique ordinaire ainsi que pour la dynamique 
de la relativit& restreinte (sans le spin). V. Fock (Leningrad). 

Geheniau, J.: Sur les ondes de L. de Broglie dans un champ gravifique et &leetro- 
magnötique quelconque. ©. R. Acad. Sci., Paris 197, 1305—1307 (1933). 

Proca, Al.: Sur la theorie relativiste de l’öleetron de Dirae dans un champ nul. Ann. 
Physique, X.s. 20, 347—440 (1933). 

Dans le but d’obtenir une symetrie parfaite par rapport & l’espace et le temps, 
l’auteur fait une tentative d’introduire dans la theorie de l’eleetron de Dirac la notion 
du temps propre r, tel que cr soit „canoniquement conjugue“ & — mc (le sens de ce 
terme n’est pas preceise d’ailleurs). L’auteur rattache & ces idees des considerations 
assez &tendues, mais d’une nature purement formelle. V. Fock (Leningrade). 

Donder, Th. de, et Y. Dupont: Gen6ralisation relativiste des &quations de Dirac. 
II. comm. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 19, 472—478 (1933). 

Die Wellengleichung von Dirac für das Elektron wird in Beziehung gebracht zu 
einem System von hyperkomplexen Einheiten, wobei die Wellenfunktionen als hyper- 
komplexe Zahlen dargestellt werden (vgl. dies. Zbl. 5, 273). O. Klein (Stockholm). 

Donder, Th. de, et Yvonne Dupont: G&n£ralisation relativiste des &quations de Dirac. 
III. comm. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 19, 593—598 (1933). 

Die Arbeit enthält eine allgemein-relativistische Verallgemeinerung der früher von 
denselben Verff. (vgl. vorst. Referat) entwickelten hyperkomplexen Darstellung der 
Diracschen Wellengleichung. O. Klein (Stockholm). 

Wentzel, Gregor: Über die Eigenkräfte der Elementarteilchen. II. Z. Physik 86, 
635—645 (1933). 

Der Grenzwert einer Feldgröße am Weltpunkt eines Teilchens wird vom Verf. 
als Limes eines gewissen Mittelwertes definiert. Die Einführung dieser Grenzwerte 
ermöglicht die Beseitigung eines Teiles der in der Quantenelektrodynamik auftretenden 
Unendlichkeiten, und zwar gelingt die Elimination derjenigen Bestandteile der Eigen- 
kräfte und der Eigenenergien der Teilchen, welche die elektromagnetische Masse ent- 
halten (vgl. Teil I, dies. Zbl. 8, 38). V. Fock (Leningrad). , 

Born, Max, and L. Infeld: Eleetromagnetie mass. Nature 132, 970 (1933). 

Die kürzlich von Born vorgeschlagenen verallgemeinerten Maxwellschen Glei- 
chungen (vgl. dies. Zbl. 7, 234) werden genauer untersucht, insbesondere hinsichtlich 
des Energietensors, betreffs dessen in der vorangehenden Arbeit noch nicht völlige Klar- 
heit erreicht worden war. Die relativistische Beziehung m c? = E zwischen träger Masse 
und Energie wird verifiziert; es gilt für das Elektron me? = 3 ep(0) = 124° mit 


oo 


1, = Jae, wobei e dx 
Az n/yı+ a 
N) 


das Potential im Mittelpunkt des Elektrons ist. P. Jordan (Rostock). 


LSB 
To 
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Kar, K. C., and A. Ganguli: The wave-statistical theory of radioaetive disintegra- 
tion. Philos. Mag., VII. s. 16, 1097—1109 (1933). 

Im Rahmen der von Kar und Mitarbeitern entwickelten sog. ‚Wellenstatistik“ 
(dies. Zbl. 1, 99) wird der radioaktive Zerfall behandelt. Guth (Wien). 

Mandel, H.: Bemerkung zur Heisenbergschen Theorie des Atomkernes. Physik. Z. 
Sowjetunion 4, 646—650 (1933). 

Spekulative Betrachtungen über die Konstitution der Elementarteilchen. 

P. Jordan (Rostock). 

Fermi, E., e E. Segre: Sulla teoria delle strutture iperfini. Mem. Accad. Ital., Mat. 4, 
131—158 (1933). 

Diese Arbeit enthält im wesentlichen dasselbe wie eine schon früher (dies. Zbl. 7, 
87) besprochene Arbeit der gleichen Verff. R. de L. Kronig (Groningen). 

Sehidlof, A.: Sur la constitution des noyaux lourds. Helv. physica Acta 6, 581—596 
(1933). 

Nach der Theorie von Heisenberg besteht ein Atomkern der Ladung Z und der 


. Masse A aus Z Protonen (p) und A — Z Neutronen (n). Diese können im Kern wiederum 


zu Gruppen p,n, (= &-Teilchen) zusammentreten. Verf. führt die Hypothese ein, 
daß auch die Gruppe pn, = &, auftritt für A>17, und zwar sollen die schweren 
Kerne für gerades Z im wesentlichen nur aus &- und &,-Teilchen bestehen. Dabei ist 
angenommen, daß in schweren Kernen, die ja mehr Neutronen als Protonen enthalten, 
je zwei überschüssige Neutronen mit einem Paar pn zusammentreten zu pn,. Der 
Massenunterschied M,„, — Ma= D wird nach verschiedenen Methoden übereinstim- 
mend erhalten zu 0,020; eine überschlägliche Berechnung im Falle Coulombscher 
Wechselwirkung ergibt etwa dasselbe D. Die Umwandlung %,—x wird als 
ß-Emission gedeutet. S. Flügge (Frankfurt a. M.). 

Elsasser, W. M., et K. Guggenheimer: Sur les anomalies dans les proportions des &l&- 
ments et sur Porigine des corps radioaetifs. ©. R. Acad. Sci., Paris 197, 1627—1629 (1933). 

Zur Erklärung der geringen Häufigkeit der Edelgase wird angenommen, daß die 
Atomkerne einer ursprünglich vorhandenen edelgasreichen Erdatmosphäre mit der 
Zeit durch ein Neutronenbombardement unter Anlagerung von Neutronen in schwerere 
Kerne umgewandelt sind. Für die Hypothese sprechen das Vorkommen radioaktiver 
Elemente vornehmlich an der Erdoberfläche sowie die Radioaktivität von K*! und 
Rb#?; dagegen die erforderliche mittlere Intensität von 101! — 1013 Neutronen/cm?sec. 
Da eine so starke Einstrahlung nicht bekannt ist, wird ad hoc die Existenz kosmischer 
Neutronenwolken gefordert, deren eine die Erde einmal passiert hat. S. Flügge. 

Sehäfer, Karl: Atomfaktorbestimmungen im Gebiet der anomalen Dispersion. II. 
Z. Physik 86, 738—759 (1933). 

Es wird gezeigt, daß die Atomfaktorwerte, die man aus Intensitätsmessungen der 
Röntgeninterferenzen von Kristallpulvergemischen erhält, scheinbar von der Korn- 
größe abhängen. Dieser „Korngrößeneffekt“ wird durch das verschiedenartige Ab- 
sorptionsvermögen der Mischungskomponenten verursacht und macht sich bei den 
Absorptionskorrektionen störend bemerkbar. Erst unterhalb einer gewissen Korn- 
größe ist es erlaubt, die üblichen Absorptionskorrektionen vorzunehmen. — Der Atom- 
faktor von Eisen wird beiderseits der X-Absorptionslinie bezüglich seiner Winkel- und 
Wellenlängenabhängigkeit neu bestimmt, ebenso der Atomfaktor von Chrom für ver- 
schiedene Wellenlängen. Diese Messungen bestätigen die Theorie des Atomfaktors 
von Hönl. B. Mrowka (Königsberg 1. Pr.). 

Romberg, Werner: Zur Polarisation des Kanalstrahllichtes. Ann. Physik, V.F. 
18, 515—528 (1933). 

Theoretische Untersuchung der Polarisation des Lichtes, das von Wasserstoff- 
kanalstrahlen ausgesandt wird. Den Rechnungen liegt folgende Versuchsanordnung 
zugrunde: Ein Wasserstoffkanalstrahl durchläuft Wasserstoffgas; untersucht wird das 
von den bewegten Teilchen emittierte Licht. Für die Rechnung wird angenommen, 
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daß diese „bewegte Intensität“ durch die Einfangung eines Elektrons durch ein be- 
wegtes Proton entsteht. Also (bei Koordinatenänderung) das bekannte Problem: 
Einlaufende Elektronenwelle, ruhendes Proton; gesucht die Ausstrahlung. Das Ver- 
hältnis der Intensität des || zum Kanalstrahl polarisierten Lichtes zur Intensität des _L 
polarisierten) ergibt sich bei der 1. Lymanlinie zu 2 für sehr kleine Geschwindigkeiten; 
es nimmt ab mit wachsender Geschwindigkeit und geht gegen 1 für sehr große Ge- 
schwindigkeiten. Eine solche Abnahme gegen 1 zeigt sich bei allen untersuchten 
Linien. Bei kleinen Geschwindigkeiten ist das genannte Verhältnis » 2,35 für alle 
Balmerlinien. Es zeigt sich, daß zur Berechnung der Polarisation der Spin berück- 
sichtigt werden muß; vernachlässigt man ihn, so ergeben sich ganz andere Polari- 
sationen. Durch Versuche von Döpel ist (während die Rechnungen des Verf. durch- 
geführt wurden) festgestellt worden, daß der Hauptteil der bewegten Intensität von 
neutralen Teilchen stammt, die durch Stoß zum Leuchten gebracht wurden. In einem 
von Bethe zugefügten Anhang wird die Polarisation des Stoßleuchtens qualitativ 
untersucht und der Wert von # 2,50 für die Balmerserie bei sehr kleiner Kanalstrahl- 
geschwindigkeit gefunden. Er stimmt also ungefähr mit dem „Einfangungswert“ 
2,35 überein. Die experimentell bestimmte Polarisation liegt stets unterhalb der theore- 
tischen Kurve. Bechert (Gießen). 


Thermodynamik und klassische kinetische Theorie der Materie. 


Trautz, Max: Die Reibung, Wärmeleitung und Diffusion in Gasmischungen. XXI, 
Der Temperaturkoeffizient der Molekeldurehmesser und seine Beziehungen bei Maxwell- 
durehmessern, Gittergrößen und Kernabständen. Ann. Physik, V.F. 16, 751—767 (1933). 
XXI. vgl. dies. Zbl. 5, 426. 


Trautz, Max: Die Reibung, Wärmeleitung und Diffusion in Gasmischungen. XXIII. 
Absolute Enskog-Chapman-Durehmesser von Gasmolekeln und ihre Temperaturkoeffi- 
zienten. Ann. Physik, V. F. 16, 865—886 (1933). 


Pototek, Jan: Sur le mouvement Brownien d’un miroir de torsion. (as. mat. fys. 
63, 45—51 u. franz. Zusammenfassung 5l (1933) [Tschechisch]. 

Trevor, J. E.: Thermodynamies—an exposition. Amer. Math. Monthly 40, 580 
bis 592 (1933). 

Trevor, J. E.: Thermodynamies, an exposition. II. An application of the laws of 
thermodynamies. Amer. Math. Monthly 41, 14—29 (1934). 

Rocard, Y.: Equations hydrodynamiques avee termes eapillaires. Thöorie de la 


tension superfieielle. J. Physique Radium, VII. s. 4, 533—548 (1933). 

In einer früheren Arbeit über die kritische Opaleszenz (vgl. dies. Zbl. %, 44) hat der Verf. 
gezeigt, daß der Druck P in einer Flüssigkeit mit Dichteinhomogeneitäten nicht durch eine 
Zustandsgleichung von der Form P= f(T, o) dargestellt werden kann. In der vorliegenden 
Arbeit wird nun nach den Methoden der kinetischen Gastheorie unter der Annahme, daß die 
Kräfte zwischen den Molekülen Zentralkräfte von der Gestalt F(r) so 1/r" sind, gezeigt, daß 
sich die Kraft pro Volumeneinheit von einem symmetrischen Spannungstensor II ableiten läßt, 
der 1. Glieder enthält, die den van der Waalsschen Druckkräften entsprechen und 2. Glieder, 
die in den Ableitungen von e nach den Koordinaten vom zweiten Grade sind. Diese werden 
als „Kapillarspannungen‘‘ bezeichnet und für das Auftreten der Oberflächenspannung ver- 
antwortlich gemacht. Zu diesem im ruhenden Gas gültigen Spannungstensor tritt dann noch 
der bekannte Tensor der inneren Reibung hinzu, wenn in dem Gas ein Geschwindigkeitsgradient 
existiert. In bekannter Weise kann man nun aus dem Spannungstensor die Eulersche Be- 
wegungsgleichung gewinnen, die außer den bekannten Gliedern noch einen Term von der Form 
oegradAo enthält, der von den Kapillarspannungen herrührt. Aus der neuen Bewegungsglei- 
chung läßt sich zunächst ableiten, daß die Ausbreitung des Schalles eine von der Wellen- 
gleichung abweichende Differentialgleichung liefert, die eine Dispersion der Schallwellen 
bedingt. Nimmt man ferner an, daß an der Oberfläche einer Flüssigkeit ein kontinuierlicher 
Dichteübergang in das umgebende Gas vorhanden ist, dann existiert dort ein Dichtegefälle. 
Dies bedingt gemäß der angedeuteten Theorie das Auftreten einer Oberflächenspannung im 
üblichen Sinne, die der bekannten Hauptgleichung der Kapillaritätstheorie genügt. Darüber 
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hinaus ergibt sich für die Oberflächenspannung H eine Formel, aus der man diese Größe be- 
rechnen kann, wenn die Zustandsgleichung der Substanz gegeben ist. Für Zustände, die weit 
vom kritischen entfernt sind, ergibt sich unter Einführung einer geeigneten Zustandsgleichung 
eine numerische Formel für H, die in sehr guter Übereinstimmung mit dem Experiment steht 
und mit einer empirischen Formel von Ramsay und Shields in Einklang steht. Für die Um- 
gebung des kritischen Punktes wird eine exakte Formel für H und für die Struktur der Kapillar- 
schicht gegeben. Schließlich wird gezeigt, daß für H eine Art Gesetz der übereinstimmenden 
Zustände gilt. Fürth (Prag). 

Miyamoto, Susumu: A theory of the rate of solution of solid into liquid. J. Sci. 
Hiroshima Univ. 3, 327—337 (1933). 

Verf. geht von den Schwierigkeiten aus, die sich der bisher meist herrschenden 
Theorie der Auflösungsgeschwindigkeit fester Körper in Flüssigkeiten entgegenstellen, 
nämlich der Theorie, daß die Oberfläche der Körper stets von einer Haut gesättigter 
Lösung bedeckt sei, so daß die Diffusion durch diese stationäre Schicht geschwindig- 
keitsbestimmend ist. Er stellt demgegenüber eine neue Theorie auf, welche den Phasen- 
übergang selbst als geschwindigkeitsbestimmend ansieht, indem angenommen wird, 
daß nur Moleküle, die mit besonderen Energiebeträgen ausgestattet sind, den Übergang 
zu vollziehen vermögen. Es werden hierbei die Formeln der klassischen Statistik an- 
gewendet und die gelösten Moleküle als ideales Gas behandelt. (Vgl. die frühere Arbeit 
des Verf., dies. Zbl. 4, 324.) H. Ulich (Rostock). 

Miyamoto, Susumu: A theory of the rate of sublimation. J. Sci. Hiroshima Univ. 
3, 339—345 (1933). 

Im Anschluß an die früher gegebene Theorie der Lösungsgeschwindigkeit fester 
Körper (s. vorst. Ref.) wird hier eine Theorie der Sublimationsgeschwindigkeit ge- 
geben, die auf analogen Voraussetzungen beruht. H. Ulich (Rostock). 

Donder, Th. de: L’affinite. Pt. II. Comm. II. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 18, 
883—898 (1932). 

Es wird ein geschlossenes, aus einer beliebigen Zahl von Phasen und Bestandteilen ge- 
bildetes System betrachtet, in dem sich beliebige chemische Reaktionen abspielen. Für die 
Geschwindigkeiten der Reaktionsabläufe, der Druck- und der Temperaturänderungen in einem 
solchen System werden allgemeine Differentialgleichungen aufgestellt. Die Einführung ein- 
schränkender Invarianzbedingungen führt sodann zu spezielleren Formeln, z. B.zu einer 
Differentialgleichung für den Fall invarianter Reaktionsaffinitäten, ferner zum Gibbsschen 
Phasengesetz. Schließlich wird der dynamische Azeotropismus (Invarianz von Konzentra- 


tionen) als Beispiel des chemischen Nicht-Gleichgewichts behandelt (s. a. die beiden folgenden 
Referate). (Comm. I. vgl. dies Zbl. 5, 281.) H. Ulich (Rostock). 

Donder, Th. de: L’aifinite. Pt. II. Comm. IH. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 18, 
1124—1137 (1932). 

Im Anschluß an die 2. Mitteilung (s. vorhergehendes Ref.) wird hier in der mathema- 
tischen Behandlung des dynamischen Azeotropismus fortgefahren (s. a. das folgende Ref.). 
Es folgt weiter eine Betrachtung über Reaktionsgeschwindigkeiten in uniformen und nicht- 
uniformen mehrphasigen Systemen, d. h. in solchen, in denen alle Phasen gleiche bzw. ver- 
schiedene Drucke und Temperaturen besitzen. Im 3. Teil dieser Mitteilung werden Gleichungen 
für die Änderungen der Reaktionsgeschwindigkeit mit der Temperatur, dem Druck und den 
Substanzmengen aufgestellt. H. Ulich (Rostock). 

Donder, Th. de: L’affinite. Pt. II. Comm. IV. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 19, 
881—892 (1933). 

Für in zeitlicher Veränderung befindliche Systeme wird eine Funktion P, genannt die 
„puissance‘“ des Systems, definiert nach ?P = ee (Hier bedeutet: i die Zeit, 7’ die 
absolute Temperatur, $ die Entropie, @ die aufgenommene Wärme.) Für reversible Vorgänge ist 
P=0, für irreversiblle P>0. Für Systeme, in denen eine chemische Reaktion abläuft, 
während sie sich sonst in Ruhe befinden, gilt P = Av 0. (Hier bedeutet A die Affinität, v die 
Reaktionsgeschwindigkeit der betreffenden chemischen Reaktion.) — Unter Benutzung der 
Funktion P werden sodann Gesetze abgeleitet, die für die zeitliche Veränderung von Systemen 
gelten, die von Gleichgewichtssystemen durch infinitesimale Unterschiede in einer Bestim- 
mungsgröße ( Menge eines Bestandteils, Affinität einer Reaktion, Temperatur, Druck) abweichen. 
Es hat, wie gezeigt wird, in jedem Fall die zeitliche Änderung der betreffenden Größe in dem 
gestörten System das entgegengesetzte Vorzeichen wie die betreffende Abweichung. Diese 
Gesetze werden als „‚theoremes de moderation‘‘ bezeichnet. H. Ulich (Rostock). 
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Sehouls, Georgette: Azeotropisme dynamique. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 18, 
1160—1168 (1932). 

Die Arbeit ist eine Ergänzung der beiden ersten vorstehend referierten Arbeiten von 
Th..de Donder. Der Fall des dynamischen Azeotropismus liegt vor, wenn man in die 
allgemeinen, für die denkbaren Veränderungen eines mehrphasigen Mehrkomponenten- 
systems geltenden Differentialgleichungen die Invarianz von einer oder mehreren Konzen- 
trationen einführt. Je nachdem, ob das für alle Konzentrationswerte oder nur für einige 
gilt, wird ein vollständiger und ein partieller D.A. unterschieden. Außer allgemeinen An- 
sätzen zur mathematischen Behandlung des D.A. wird eine Durchrechnung für den Fall 
des vollständigen D. A. in zweiphasigen Zweikomponentensystemen gegeben. H. Ulich 


Gäbor, D.: Die Ausbildung der Maxwellverteilung im Langmuirschen Plasma. 
Physik. Z. 34, 38—45 (1933). 

Aus Versuchen von Langmuir folgt, daß zur Herstellung der Maxwell-Verteilung 
der Elektronen im Langmuirschen Plasma eine Relaxationszeit notwendig ist, die 
wesentlich kürzer ist, als man bei Berücksichtigung der elektrostatischen Wechsel- 
wirkung der Elektronen erwarten würde. In der vorliegenden Arbeit wird in Analogie 
zur Debye-Hückelschen Theorie der Elektrolyte angenommen, daß um jedes Elektron 
eine Wolke von Elektronen und positiven Ionen sich ausbildet. Die Ladungsverteilung 
in dieser Wolke ist nur dann kugelsymmetrisch, wenn das Elektron in Ruhe ist; be- 
wegt es sich jedoch, so wird die Ladungsverteilung unsymmetrisch derart, daß durch 
die Wechselwirkung zwischen Wolke und Elektron elektrostatische Kräfte geweckt 
werden, die die Bewegung des Elektrons zu hemmen suchen. Für die Feldstärke dieses 
Gegenfeldes g, wird mit Benützung der Debye-Hückelschen Theorie die Formel 
9 — 12,8 - &&n?l2(kT)-% abgeleitet, worin e die Elektronenladung, n die Dichte des 
Elektronengases und 7 seine Temperatur bedeuten. Unter der Wirkung von g, wird 
die Energie des Elektrons Pendelungen um einen mittleren Energiewert ausführen. Als 
Relaxationszeit ® wird ein Viertel der Schwingungsdauer dieser Schwingungen definiert. 
Die Rechnung ergibt das plausible Resultat, daß ® gleich jener Zeit ist, während derer 
das Gegenfeld am Elektron mittlerer Geschwindigkeit die Arbeit 3/2 k 7 leistet. Die 
‚Verbindung dieser beiden Resultate ergibt bei Einsetzung der dem Versuch entsprechen- 
den numerischen Werte Relaxationszeiten, die mit dem Versuchsergebnis leidlich in 
Einklang zu bringen sind. Fürth (Prag). 


Meteorologie. 


Ertel, Hans: Verallgemeinerung eines Satzes von A. Defant über die Parallelität 
von Stromlinien und Isohypsen in einer adiabatisch geschiehteten Atmosphäre bei statio- 
närer Strömung. S.-B. preuß. Akad. Wiss. H. 24/25, 751—753 (1933). 

Ein von Defant aufgestellter Satz, der besagt, daß sich in einer adıabatischen 
Atmosphäre über unebenem Boden ein stationärer Luftstrom nur in der Weise ein- 
stellen kann, daß er den Isohypsen der Bodenerhebung folgt, wird neu bewiesen und 
verallgemeinert, indem die Kontinuitätsgleichung über die ganze Höhe der Atmosphäre 
unter Einführung einer Funktion der Bodentopographie integriert wird. Die Ver- 
allgemeinerung besagt, daß der Satz auch Gültigkeit hat, wenn die Atmosphäre nicht 
nur adiabatisch aufgebaut ist, sondern lediglich der sog. Homotropiebedingung ge- 
nügt, so daß man jetzt sagen kann: Ist über unebenen Boden eine Atmosphäre derart 
aufgebaut, daß bis zur Höhe z—= H eine Homotropierelation gilt, so muß eine stationäre 
und beschleunigungsfreie Strömung in jedem Niveau z<H mit den Isohypsen der 
Bodentopographie zusammenfallen. Fritz Hänsch (Hannover). 

Tucker, W. S.: Some problems of modern meteorology. XI. Meteorological acousties. 
Quart. J. Roy. Meteorol. Soc. 59, 203—216 (1933). 

Die Arbeit gibt Hinweise, in welchem Umfange schalltechnische Beobachtungen 
zu meteorologischen Untersuchungen herangezogen werden können. Voraussetzung 
hierfür ist, daß die während der akustischen Messungen in der Atmosphäre bestehenden 
Wind-, Temperatur- und besonders Inversionsverhältnisse genauer festgestellt werden, 
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als dies bisher bei meteorologischen Messungen geschah. Ebenso muß die Bildung von 
Wolken und Nebel genau beobachtet werden, da hierdurch starke Meßabweichungen 
eintreten können. Reiher (Stuttgart)., 

Durst, €. S.: The intrusion of air into antieyelones. Quart. J. Roy. Meteorol. Soc. 
59, 231-237 (1933). 

Die 0-Komponente (4 = Winkelvariable, in zyklonalem Sinne positiv gezählt) 
der Bewegungsgleichungen einer stationären zylindersymmetrischen Antizyklone in 
der geographischen Breite ® der mit der Winkelgeschwindigkeit & rotierenden Erde 
erlaubt folgende Umformung: 


oR Oug\ [[ 06 ö : 
= (" Z ig, 2) |(r 212%. 420 sing), 
in welcher die für den radialen Luftmassentransport maßgebende Radialkomponente 
der Geschwindigkeit (v,) durch v4 (bzw. 0 — d@/dt), deren radiale (r-) und vertikale 
(z-) Ableitungen und durch die Vertikalkomponente ausgedrückt ist (k = Turbulenz- 
koeffizient). Mit Hilfe dieser Gleichung untersucht Durst die Bedingungen, unter 


denen der durch die Reibung in den bodennahen Schichten bedingte Massenausfluß 
' (®,>0) durch Massenzufuhr (v, < 0) in den höheren Schichten kompensiert werden 


kann. Wenn der Nenner für . >0 und nach einem von Brunt [Proc. Roy. Soc. 


London 105, 70 (1924)] bewiesenen Satze, wonach — 0 nicht größer als » sing sein 
kann, positiv ist, muß zwecks Massenzufuhr (v, < 0) in den höheren Schichten (in der 
Nähe der Tropopause) dv 5 
k Fe —%, er <o0 

sein. Verf. zeigt an mehreren Fällen, daß diese Bedingung erfüllt ist (obwohl beide 
Terme nahezu von der gleichen Größenordnung sind) und daß z. B. eine Massenzufuhr 
in diesen Höhen mit einer Radialgeschwindigkeit von der Größenordnung 10 cm/sec, 
über eine Schicht von 4km Dicke erstreckt, den in Bodennähe unterhalb der Rei- 
bungshöhe erfolgenden Massenverlust der Antizyklone größenordnungsmäßig kom- 
pensiert. H. Ertel. (Berlin)., 

Brunt, D.: The adiabatie lapse-rate for dry and saturated air. Quart. J. Roy. Meteo- 
rol. Soc. 59, 351—360 (1933). 

Es wird eine der Ableitung des trockenadiabatischen Temperaturgradienten 


‚ Br aus der Kombination des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik und der 
statischen Grundgleichung 0=c,dT + Agdz (1) 
analoge Ableitung des feuchtadiabatischen Temperaturgradienten aus 


0=(,+&0odT+d(Lz) + Ag(l + &)dz (2) 
gegeben (c„—= spez. Wärme trockener Luft bei konst. Druck, c = spez. Wärme des 
Wassers, A = kalorisches Arbeitsäquivalent, g = Schwerebeschleunigung, L= Ver- 
dampfungswärme; die Gl. (2) bezieht sich auf 1 Gramm trockener Luft, die x Gramm 
Wasserdampf und & — x Gramm flüssiges Wasser mit sich führt). Dem aus (2) resul- 
tierenden feuchtadiabatischen Temperaturgradienten 


u 
Erd (? ze me) 
ae € ir) 7 
e > ee 
= etzr er 2 
(e = max. Dampfdruck, p = Luftdruck, e = Dichte des Wasserdampfes/Dichte trok- 


kener Luft bei gleichem p und T) gibt Brunt die zweckmäßige Form 
aT ( Z— 
5,2 


(3) 


(4) 


worin X = ART und Z= ke c+ zn) +L Ir nur Funktionen von T sind 
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(tabuliert von 7 = 200 bis 320°). Ein Isoplethendiagramm mit den Argumenten » ö 
(100—1010 Millibar) und 7 (wie oben) gestattet dann eine leichte Ermittlung von 
dT/dz. H. Ertel, (Berlin). 
Arakawa, H.: Diurnal barometrie oseillation as an effeet of a surface wave and 
a new method to determine the diffusivity of air in free atmosphere. Geophys. Mag. 7, 
25—29 (1933). N T_p 
Kleine Druck- und Temperaturschwankungen |e = PB ge Sr um 


0 0 
den Gleichgewichtszustand (p,, 7,) sind in einer isothermen Atmosphäre (7, — konst.) 
durch die Gleichung 
Öfe O28 (RN 1 dr & Or 
rer > gar” “or REN RR a) 
(«= g/RT,, 9 = Schwerebeschleunigung, R—= Gaskonstante, z— Vertikale) mit- 
einander verknüpft. Breitet sich eine periodische Temperaturwelle von der Form 


7(0) — > öm sin(m@t + A,) von den bodennahen Luftschichten (= 0) durch 


1 
Leitung (mit dem als Austauschgröße aufzufassenden Wärmeleitungskoeffizienten «?) 
in die Atmosphäre hinein aus, so gilt (w = 272/86400 sec): 


Se z ı/mo sn 
T(2) = 1 Zimt ar 2 ‘sim (moi _ St + 1) : (2) 
und aus (1) und (2) ergibt sich [abgesehen von der freien Schwingung (4A, et? A, ek?) 
. cos (pt + ne)]: \ 
© _zı/me ni SS EaN kl 
&(2) = Die 2, fan-sin (moi —_ zy + 1) + a * C08 (mo: a 2 N (3) 
1 
welche Gleichung nach Arakawa die lokalen Unterschiede der täglichen Barometer- 
schwankung als Folge des lokal verschiedenen Temperaturgangs am Erdboden er- 
klärt. Die a, und a/, sind bekannte (jedoch komplizierte) Funktionen von a und &, 
©, b„/T,; aber aus der beobachteten Amplitudenabnahme z. B. des ganztägigen Anteils 
von e mit der Höhe ergibt sich durch Quotientenbildung (Fortfall der a, bzw. a/) eine 
einfache Methode zur Bestimmung von a?. Aus den harmonisch analysierten Beobach- 
tungen am Fuße (29 m) und auf dem Gipfel (867 m) des Mt. Tubuka errechnet Verf.: 
a2 —ı 1,3: 10er 28% H. Ertel (Berlin). 
Horiguti, Yosiki: On the energy of a typhoon. Geophys. Mag. 6, 39—57 (1932). 
Verf. betrachtet einen nahezu stationären Zustand des Okinawa-Taifuns (August 1924), 
ermittelt für ein Gebiet von 700 km Radius und 11 km Höhe die Werte der meteorologischen 
Elemente teils aus Beobachtungen, teils rechnerisch (z. B. unter der Annahme feuchtadia- 
batischen Aufsteigens der Luftmassen im Taifungebiet) und leitet nach-Entwicklung der ein- 


schlägigen thermo-hydrodynamischen Energiegleichungen folgende Energieumsetzungen für 
das oben angegebene Gebiet ab (in Erg/Sek., n = innere Normale der Begrenzung): 


2 
N f [2 5 -b„do = Fluß der kinetischen Energie = —1,6 10” 


Sf 902 -b„ds = Fluß der potentiellen Energie = —9,53 - 10?1 
S/weTv„do = Fluß der inneren Energie —10,32..71 02, 
— //[» grad p dr = innere Arbeit der Druckkräfte = 10,0 - 10?! 
— /JfoeRopdt = Reibungsarbeit = 5,0. -10% 
Strahlung = --2,7 .- 1021 
Kondensationswärme a Be (in 

Dissipationswärme N 33 LO 

JI/ » 0. do = Druckarbeit an der Begrenzung = 1,82 - 10?! 


Da die Druckarbeit an der Begrenzung (o) zu den größten Energieumsetzungen gehört, ist der 
Taifun kein „abgeschlossenes System‘ im Margulesschen Sinne; hierin sieht Horiguti den 
prinzipiellen Unterschied zwischen Taifunen und Zyklonen der gemäßigten Breiten. Zriel. 


